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Μια σύντοµη ιστορική αναδροµή



Εισαγωγή

1900: International Congress of Mathematicians

1928: Hilbert µαζί µε τον Ackermann έθεσαν την εξής

πρόκληση:

Υπάρχει αλγόριθµος (ή όπως το ονόµασαν «καθορισµένη

µέθοδος») που να λαµβάνει ως είσοδο έναν ισχυρισµό και

να απαντά «ναι» ή «όχι» ανάλογα µε το αν είναι καθολικά

αληθής; («Πρόβληµα απόφασης»)

1936: ο Turing ανέπτυξε σε µια δηµοσίευσή του την ιδέα των

Turing Machines. Ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο, οι

Church και Turing απέδειξαν ότι η απάντηση στο «Πρόβληµα

απόφασης» είναι «όχι», δεν υπάρχει τέτοιος αλγόριθµος.



Εισαγωγή

Σχήµα: Η/Υ γενιάς του 1963



Εισαγωγή

Οι Hartmanis και Stearns στο άρθρο τους ‘‘On the

complexity of algorithms’’ το 1963 έδωσαν την ιδέα-κλειδί

για τη µέτρηση της χρονικής και της χωρικής

πολυπλοκότητας.



Πριν µελετήσουµε την έννοια του «υπολογίσιµος» και τα

προβλήµατα που λύνονται, πρέπει να δούµε πως

υπολογίζουµε.



Τί είναι µια µηχανή Turing;

∆ιαισθητική περιγραφή της λειτουργίας της ΤΜ
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Σχήµα: n-ταινιακή ΤΜ



Τί είναι µια µηχανή Turing;

Αυστηρός µαθηµατικά ορισµός



Τί είναι µια µηχανή Turing;

Ορισµός 1 Μια µηχανή Turing (στο εξής ΜΤ ή ΤΜ) M µε n ταινίες

T1, .., Tn είναι ένα σύνολο πλειάδων (3n + 4) στοιχείων. Πιο

συγκεκριµένα:

(qi , Si1
, ..., Sin

, Sj0
, ..., Sjn

,m0,m1, ...,mn, qj)

όπου κάθε στοιχείο παίρνει πεπερασµένες το πλήθος τιµές

και για κάθε επιλογή των πρώτων n + 1 στοιχείων υπάρχει

µοναδική πλειάδα στο σύνολο (δηλαδή η ΜΤ είναι

ντετερµινιστική).



Τί είναι µια µηχανή Turing;

έχει µια ταινία T0 που είναι η ταινία εξόδου

qi : η κατάσταση στην οποία ϐρίσκεται η ΜΤ µια δεδοµένη

στιγµή

Si1
, ..., Sin︸ ︷︷ ︸

n

: τα σύµβολα που διαβάζει στις n ταινίες η M τη

δεδοµένη στιγµή

Sj0
, ..., Sjn︸ ︷︷ ︸
n+1

: τα σύµβολα που εκτυπώνει στην ταινία T0 και στις n

ταινίες η M, ενώ είναι στην κατάσταση qi και διαβάζει τα

Si1
, ..., Sin

m0,m1, ...,mn︸ ︷︷ ︸
n+1

∈ {Left, Right,No Move}: οι κινήσεις που ϑα

κάνει η M στις n + 1 ταινίες µε τον περιορισµό m0 ̸= Left

qj : η νέα κατάσταση στην οποία ϑα µεταβεί η ΜΤ



Τί είναι µια µηχανή Turing;

Η ταινία εξόδου δεν µετριέται στις n ταινίες. Θεωρούµε ότι

οι T1, T2, .., Tn είναι είτε κενές, είτε έχουν κάποια

συµβολοσειρά ως είσοδο, ενώ η T0 είναι κενή, όταν αρχίζει

η ΜΤ την λειτουργία της.



Τί είναι µια χρονική συνάρτηση;

Ορισµός 2 ΄Εστω T : N+ → N+. Η T είναι υπολογίσιµη αν υπάρχει ΜΤ

που έχει ως έξοδο T(n) για είσοδο n. Αν επιπλέον η T είναι

γνησίως αύξουσα τότε λέµε ότι T είναι µια χρονική
συνάρτηση (time-function).



Τί είναι µια T -υπολογίσιµη δυαδική ακολουθία ;

Ορισµός 3 ΄Εστω T : N+ → N+ χρονική συνάρτηση. Μια δυαδική

ακολουθία α λέγεται T -υπολογίσιµη ανν υπάρχει ΤΜ M τ.ω.

ο n-οστός όρος της α να υπολογίζεται σε T(n) το πολύ

ϐήµατα.



Τί είναι η κλάση ST ;

Ορισµός 4 Αν µια δυαδική ακολουθία α είναι T -υπολογίσιµη τότε λέµε

ότι a ∈ ST , µε ST να είναι η κλάση όπου περιέχονται όλες οι

T -υπολογίσιµες ακολουθίες.



Αναγνωρίσιµο και αποφάνσιµο σύνολο

Ορισµός 5 Λέµε ότι ένα υποσύνολο του {0, 1}∗ είναι αναγνωρίσιµο1

αν υπάρχει µια ΤΜ M που να εκτυπώνει όλες τις

συµβολοσειρές που ανήκουν σε αυτό (επιτρέπονται και

επαναλήψεις). Ισοδύναµα αν υπάρχει ΜΤ που λαµβάνει ως

είσοδο µια συµβολοσειρά w και έχει ως έξοδο το 1 αν αυτό

ανήκει στο σύνολο. Αν η συµβολοσειρά δεν ανήκει τότε

λέµε ότι «κολλάει»/ τρέχει ατέρµονα (συµβολίζουµε

M(w) ↑). Πρακτικά δεν γνωρίζουµε αν ανήκει η

συµβολοσειρά, σε αυτή την περίπτωση (ανά πάσα στιγµή ϑα

µπορούσε να σταµατήσει).

1
Λέγεται και αναδροµικά απαριθµήσιµο ή ότι ανήκει στην κλάση RE



Αναγνωρίσιµο και αποφάνσιµο σύνολο

Ορισµός 6 Λέµε ότι ένα υποσύνολο του {0, 1}∗ είναι αποφάνσιµο2 αν

υπάρχει µια ΤΜ M που να εκτυπώνει όλες τις

συµβολοσειρές που ανήκουν σε αυτό σύµφωνα µε κάποια

διάταξη που ϑα είναι προκαθορισµένη (για να αποφύγουµε

τις επαναλήψεις). Ισοδύναµα αν υπάρχει ΜΤ που λαµβάνει

ως είσοδο µια συµβολοσειρά w και έχει ως έξοδο το 1 αν

αυτό ανήκει στο σύνολο και 0 αν δεν ανήκει. Συµβολίζουµε

M(w) ↓yes και M(w) ↓no αντίστοιχα ή πιο γενικά M(w) ↓.

2
Λέγεται και διαγνώσιµο, αποφασίσιµο, αποκρίσιµο, αναδροµικό ή ότι

ανήκει στην κλάση REC



***

Halting Problem/HP

Να πως µαθηµατικοποιείται η πρόκληση των Hilbert και

Ackermann:

Ορισµός 7 Ονοµάζουµε Halting Problem/HP το σύνολο των Ϲευγών

συµβολοσειρών (κωδικοποιήση ΤΜ M, συµβολοσειρά w) για

τα οποία ισχύει ότι M(w) ↓.

Θεώρηµα 8 Το HP είναι αναδροµικά απαριθµήσιµο (recursively

enumerable), αλλά όχι αποφάνσιµο.

Χωρίς απόδειξη.



***

Θεώρηµα 9 Το σύνολο όλων των T -υπολογίσιµων δυαδικών ακολουθιών

είναι αναδροµικά απαριθµήσιµο (recursively enumerable)

Χωρίς απόδειξη. Θα αναφέρουµε µόνο ότι από την

απόδειξη προκύπτει πως το σύνολό τους είναι αριθµήσιµο,

ενώ το σύνολο των δυαδικών ακολουθιών είναι

υπεραριθµήσιµο. Προκύπτει από αυτό ότι υπάρχουν

δυαδικές ακολουθίες που δεν ανήκουν στην ST . Μέσα σε

αυτές που δεν ανήκουν µπορώ να ϐρω µια που να

υπολογίζεται από ΤΜ.



***

Θεώρηµα 10 Αν δύο δυαδικές ακολουθίες a, b διαφέρουν µόνο σε

πεπερασµένα το πλήθος στοιχεία τότε για χρονικής

συνάρτηση T έχουµε ότι

a ∈ ST iff b ∈ ST

Χωρίς απόδειξη



Θεώρηµα 11 Αν T είναι µια χρονική συνάρτηση, τότε δεν υπάρχει ΤΜ (δηλ.

διαδικασία-αλγόριθµος) που να αποφασίζει αν µια τυχαία

δυαδική ακολουθία α ανήκει στην ST (πρακτικά αν µπορώ να

ϕτιάξω τα πρώτα n στοιχεία της σε χρόνο T(n)).

Απόδειξη. Με εις άτοπο απαγωγή.



***

Απόδειξη

΄Εστω ότι υπάρχει A ΤΜ που αποφασίζει αν α ∈ ST ή αν

α ̸∈ ST . ΄Εστωσαν ακόµη M τυχαία τυχαία ΤΜ, είσοδος w και

M1 ΜΤ που εκτυπώνει µια ακολουθία β ̸∈ ST . Η M1 υπάρχει

λόγω του ϑεωρήµατος 9. ∆ηµιουργώ µια ΤΜ M2.



***

Απόδειξη

(∗) α ∈ ST ανν M δεν σταµατά µε είσοδο w

Γιατί;



Πόρισµα 1 ∆εν υπάρχει ΤΜ που να αποφασίζει αν SU = ST , ούτε όµως

και αν SU ⊆ ST για τυχούσες χρονικές συναρτήσεις U, T .

Χωρίς απόδειξη.



Θεώρηµα 12 Αν µια δυαδική ακολουθία α είναι T -υπολογίσιµη από

πολυταινιακή ΜΤ M, τότε α είναι T
2
-υπολογίσιµη από

µονοταινιακή ΜΤ M1.

Απόδειξη



Tk

T2

T1

...

Σχήµα: k ταινίες ΤΜ της M



1 1 12 2 2· · · · · · · · ·k k k
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Σχήµα: ταινία της M1
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