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�ñï�åéíüìåíåò ÁóêÞóåéò

¢óêçóç 1. Óå ìéá öáí�áó�éêÞ ÷þñá, äéåíåñãåß�áé äçìïóêüðçóç ó÷å�éêÜ ìå �ç ó�Üóç �ùí ðïëé�þí ùò

ðñïò ìéá óçìáí�éêÞ ðïëé�éêï-ïéêïíïìéêÞ ìå�áâïëÞ. Ïé ðïëß�åò áðáí�ïýí ó�ç äçìïóêüðçóç ìå ``íáé'' Þ

``ü÷é'' (õðÝñ Þ åíáí�ßïí �çò ìå�áâïëÞò). Áí �ï (ðñáãìá�éêü) ðïóïó�ü �ùí ðïëé�þí ðïõ �Üóóïí�áé õðÝñ

�çò ìå�áâïëÞò åßíáé p, èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå ìéá åê�ßìçóç p̂ �ïõ p þó�å Pr[jp̂�pj � "p℄ > 1� Æ,

ãéá äåäïìÝíá "; Æ 2 (0; 1). �éá �ç äçìïóêüðçóç, èá ñù�ÞóïõìåN ðïëß�åò, ðïõ åðéëÝãïí�áé éóïðßèáíá

êáé áíåîÜñ�ç�á áðü �ï óýíïëï �ùí ðïëé�þí. Ç åê�ßìçóÞ ìáò p̂ èá åßíáé �ï ðïóïó�ü �ùíN ðïëé�þí ðïõ

�Üóóïí�áé õðÝñ �çò ìå�áâïëÞò. ×ñçóéìïðïéþí�áò Chernoff bounds, íá õðïëïãßóå�å (ùò óõíÜñ�çóç

�ùí ", Æ, êáé p) �ï åëÜ÷éó�ï ìÝãåèïò N �ïõ äåßãìá�ïò ðïõ ÷ñåéáæüìáó�å. Âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ N ãéá

" = 0:02 êáé Æ = 0:05, áí ãíùñßæïõìå ü�é p 2 [0:2; 0:8℄ (êáé äåß�å ü�é áõ�Þ ç �éìÞ åßíáé áíåîÜñ�ç�ç

�ïõ ðëçèõóìïý �çò ÷þñáò!).

¢óêçóç 2. Èåùñïýìå Ýíá áóýñìá�ï äßê�õï üðïõ Ýíáò äÝê�çò ``áêïýåé'' ìéá ðçãÞ ìå�Üäïóçò óå ìéá

óõãêåêñéìÝíç óõ÷íü�ç�á, êáé �ï bit b(t), ðïõ ìå�áäßäå�áé �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t, áíáðáñßó�á�áé åß�å

ùò 1 åß�å ùò �1. Åê�üò üìùò áðü �çí ðçãÞ ìå�Üäïóçò ìå �çí ïðïßá åßíáé óõí�ïíéóìÝíïò ï äÝê�çò

ìáò, õðÜñ÷ïõí êáé Üëëåò n ðçãÝò ó�ïí ðåñéâÜëëïí�á ÷þñï, ïé ïðïßåò äçìéïõñãïýí ðáñåìâïëÝò.

Èåùñïýìå ü�é êÜèå �Ý�ïéá ðçãÞ i Ý÷åé éó÷ý p

i

2 (0; 1), êáé ìå�áäßäåé �ï bit b

i

(t) 2 f1;�1g �ç

÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t. Áò äå÷èïýìå ü�é ï äÝê�çò ìáò ëáìâÜíåé �ï óÞìá:

s(t) = b(t) +

n

X

i=1

p

i

b

i

(t)

êáé óõìðåñáßíåé ü�é ç ðçãÞ ìå�Ýäùóå 1, áí s(t) � 0, êáé �1, äéáöïñå�éêÜ. Áí èåùñÞóïõìå ü�é �á

bits b

i

(t) åðéëÝãïí�áé ïìïéüìïñöá êáé áíåîÜñ�ç�á, íá åê�éìÞóå�å (ìå ÷ñÞóç Chernoff bounds) �çí

ðéèáíü�ç�á ï äÝê�çò ìáò íá õðïëïãßóåé ëÜèïò �ï b(t).

¢óêçóç 3. ¸íáò ðßíáêáò áêåñáßùí A[1 : : : n℄ åßíáé ó÷åäüí �áîéíïìçìÝíïò áí õðÜñ÷ïõí n=4 �ï

ðïëý ó�ïé÷åßá �á ïðïßá áí äéáãñÜøïõìå, ï õðïðßíáêáò �ïõ A ðïõ áðïìÝíåé åßíáé �áîéíïìçìÝíïò.

�éá ðáñÜäåéãìá, ï ðßíáêáò [1; 2; 3; 5; 4; 7; 9; 6; 10; 11; 12; 8℄ åßíáé ó÷åäüí �áîéíïìçìÝíïò, áöïý ç äéá-

ãñáöÞ �ùí ó�ïé÷åßùí 5, 6, êáé 8 äßíåé �ïí ðßíáêá [1; 2; 3; 4; 7; 9; 10; 11; 12℄, ðïõ åßíáé �áîéíïìçìÝíïò.

�éá áðëü�ç�á, õðïèÝ�ïõìå ó�ç óõíÝ÷åéá ü�é üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá A åßíáé äéáöïñå�éêÜ.

Ó�ï÷åýïõìå ó�ç äéá�ýðùóç åíüò ðéèáíï�éêïý áëãüñéèìïõ ëïãáñéèìéêïý ÷ñüíïõ ðïõ èá äéáêñß-

íåé ðßíáêåò ðïõ åßíáé (ðëÞñùò) �áîéíïìçìÝíïé áðü ðßíáêåò ðïõ äåí åßíáé ó÷åäüí �áîéíïìçìÝíïé

1

.

ÓõãêåêñéìÝíá, áí ï ðßíáêáò A åßíáé ðëÞñùò �áîéíïìçìÝíïò, ï áëãüñéèìïò èá áðïöáßíå�áé ðÜí�á

(äçë. ìå ðéèáíü�ç�á 1) ü�é ï A åßíáé ó÷åäüí �áîéíïìçìÝíïò. Áí ï ðßíáêáò A äåí åßíáé ó÷åäüí �áîé-

íïìçìÝíïò, ï áëãüñéèìïò èá áðïöáßíå�áé, ìå ðéèáíü�ç�á �ïõëÜ÷éó�ïí 0:9, ü�é ï A äåí åßíáé ó÷åäüí

�áîéíïìçìÝíïò.

1

Åê ðñþ�çò üøçò, áõ�ü åßíáé Ýíáò öéëüäïîïò ó�ü÷ïò. Äåß�å ü�é ïðïéïóäÞðï�å í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò ãéá áõ�ü �ï

ðñüâëçìá ðñÝðåé íá Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí ãñáììéêü ÷ñüíï åê�Ýëåóçò, áöïý èá ðñÝðåé íá äéáâÜóåé �ïõëÜ÷éó�ïí 3n=4 áðü

�á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá A.
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(á) Èåùñïýìå �ïí áëãüñéèìï ðïõ åðéëÝãåé �õ÷áßá (êáé áíåîÜñ�ç�á) k èÝóåéò a

1

; : : : ; a

k

�ïõ ðßíáêá

A, êáé áðïöáßíå�áé ü�é ï ðßíáêáò A åßíáé ó÷åäüí �áîéíïìçìÝíïò áí ãéá êÜèå èÝóç a

i

ðïõ Ý÷åé

åðéëåãåß, éó÷ýåé ü�é A[a

i

� 1℄ � A[a

i

℄ � A[a

i

+1℄. Áí õðÜñ÷åé Ýó�ù ìßá èÝóç a

i

ðïõ äåí éêáíïðïéåß

áõ�ü �ï êñé�Þñéï, ï áëãüñéèìïò áðïöáßíå�áé ü�é ï ðßíáêáò A äåí åßíáé ó÷åäüí �áîéíïìçìÝíïò. Íá

äþóå�å ðáñÜäåéãìá ðßíáêá A ìå n ó�ïé÷åßá üðïõ ï áëãüñéèìïò ÷ñåéÜæå�áé íá åëÝãîåé k = 
(n)

èÝóåéò þó�å ç ðéèáíü�ç�á ëÜèïõò íá ãßíåé ìéêñü�åñç �ïõ 0:1.

(â) ÕðïèÝ�ïõìå ü�é åöáñìüæïõìå �çí ðáñáêÜ�ù åêäï÷Þ �çò ÄõáäéêÞò ÁíáæÞ�çóçò óå Ýíáí ðßíáêá

A ðïõ ìðïñåß íá ìçí åßíáé �áîéíïìçìÝíïò (ìå êßíäõíï öõóéêÜ ç áíáæÞ�çóç íá áðï�ý÷åé, áí êáé �ï

ó�ïé÷åßï x õðÜñ÷åé ó�ïí A):

BINARY-SEARCH(A; x; low; up)

if low = up then return low;

else mid d(low+ up)=2e;

if x < A[mid℄ then return BINARY-SEARCH(A; x; low;mid� 1);

else return BINARY-SEARCH(A; x;mid; up);

¸ó�ù ëïéðüí ü�é ãéá êÜðïéåò �éìÝò x; y, ç BINARY-SEARCH(A; x; 1; n) åðéó�ñÝöåé �ç èÝóç k êáé ç

BINARY-SEARCH(A; y; 1; n) åðéó�ñÝöåé �ç èÝóç `. Íá äåßîå�å ü�é áí k < `, �ü�å x < y.

(ã) Èåùñïýìå �þñá �ïí áëãüñéèìï ðïõ åðéëÝãåé �õ÷áßá (êáé áíåîÜñ�ç�á) k èÝóåéò a

1

; : : : ; a

k

�ïõ

ðßíáêá A, êáé áðïöáßíå�áé ü�é ï ðßíáêáò A åßíáé ó÷åäüí �áîéíïìçìÝíïò áí ãéá êÜèå èÝóç a

i

ðïõ

Ý÷åé åðéëåãåß, éó÷ýåé ü�é a

i

= BINARY-SEARCH(A;A[a

i

℄; 1; n). Áí õðÜñ÷åé Ýó�ù ìßá èÝóç a

i

ðïõ

äåí éêáíïðïéåß áõ�ü �ï êñé�Þñéï, ï áëãüñéèìïò áðïöáßíå�áé ü�é ï ðßíáêáò A äåí åßíáé ó÷åäüí

�áîéíïìçìÝíïò. ×ñçóéìïðïéþí�áò �ï (â), íá äåßîå�å ü�é ãéá êÜèå ðßíáêá A ìå n èÝóåéò, áñêåß ï

áëãüñéèìïò íá åëÝãîåé k = �(1) èÝóåéò, þó�å ç ðéèáíü�ç�á ëÜèïõò íá ãßíåé ìéêñü�åñç �ïõ 0:1.

¢óêçóç 4. Ó�ï ðñüâëçìá �ïõ MAX k-CUT, äßíå�áé Ýíá áðëü ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E)

ìå èå�éêÜ âÜñç ó�éò áêìÝò. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé ìéá äéáìÝñéóç �ïõ V óå k óýíïëá V

1

; : : : ; V

k

ðïõ

ìåãéó�ïðïéåß �ï óõíïëéêü âÜñïò �ùí áêìþí ó�ï áí�ßó�ïé÷ï k-
ut. Èåùñïýìå �ïí áðëü ðéèáíï�éêü

áëãüñéèìï ðïõ éóïðßèáíá �ïðïèå�åß êÜèå êïñõöÞ óå Ýíá áðü �á óýíïëá V

1

; : : : ; V

k

. Íá äåßîå�å ü�é ç

ìÝóç �éìÞ �ïõ óõíïëéêïý âÜñïõò �ùí áêìþí ó�ï k-
ut ðïõ ðñïêýð�åé åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïí (1�

1

k

)OPT.

¢óêçóç 5. Íá äåßîå�å ü�é ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò ãéá �ï (äéáêñé�ü) Knapsa
k ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ùò

êñé�Þñéï åðéëïãÞò �ï ëüãï �çò áîßáò ðñïò �ï ìÝãåèïò êÜèå áí�éêåéìÝíïõ äåí åðé�õã÷Üíåé ó�áèåñü

ëüãï ðñïóÝããéóçò. Íá �ñïðïðïéÞóå�å �ïí áëãüñéèìï þó�å (ç �ñïðïðïéçìÝíç åêäï÷Þ) íá åðé�õã÷Üíåé

ëüãï ðñïóÝããéóçò 2 (ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò ðñÝðåé íá ðáñáìåßíåé O(n log n), üðïõ n ï áñéèìüò �ùí

áí�éêåéìÝíùí). Ó�ç óõíÝ÷åéá, íá ãåíéêåýóå�å �çí ðñïóÝããéóÞ óáò þó�å ãéá êÜèå ó�áèåñÜ k � 1, ï

áëãüñéèìïò íá åðé�õã÷Üíåé ëüãï ðñïóÝããéóçò (k + 1)=k óå ÷ñüíï O(n

k+1

).

¢óêçóç 6. Ó�ï ðñüâëçìá �ïõMaximumCoverage, äßíïí�áé Ýíá óýíïëïU ìå n ó�ïé÷åßá, ìéá óõëëïãÞ

S

1

; : : : ; S

m

áðü õðïóýíïëá �ïõ U , êáé Ýíáò èå�éêüò áêÝñáéïò k. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé ç åðéëïãÞ k

õðïóõíüëùí S

i

1

; : : : ; S

i

k

þó�å íá ìåãéó�oðïéçèåß ï áñéèìüò �ùí ó�ïé÷åßùí ðïõ êáëýð�ïí�áé áðü

áõ�Ü (äçë. íá ìåãéó�ïðïéçèåß �ï jS

i

1

[ � � � [ S

i

k

j).

1. Íá äåßîå�å ü�é ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò ðïõ óå êÜèå åðáíÜëçøç åðéëÝãåé �ï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé

�á ðåñéóóü�åñá áêÜëõð�á ó�ïé÷åßá Ý÷åé ëüãï ðñïóÝããéóçò 1� (1�

1

k

)

k

> 1�

1

e

.

2. Íá äåßîå�å ü�é ãéá êÜèå � 2 (0; 1), ç ýðáñîç åíüò (1 � �)-ðñïóåããéó�éêïý áëãüñéèìïõ ãéá �ï

Maximum Coverage ïäçãåß óå Ýíáí dlog

1=�

ne-ðñïóåããéó�éêü áëãüñéèìï ãéá �ï ðñüâëçìá Set

Cover.
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¢óêçóç 7. Äßíå�áé Ýíá ðëÞñåò ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E; `), êÜèå áêìÞ e �ïõ ïðïßïõ

Ý÷åé ìÞêïò `(e) � 0. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é �á ìÞêç �ùí áêìþí éêáíïðïéïýí �çí �ñéãùíéêÞ áíéóü�ç�á.

Ôï æç�ïýìåíï åßíáé Ýíáò êýêëïò Hamilton ðïõ �ï ìÝãéó�ï âÜñïò �ùí áêìþí �ïõ åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï

äõíá�üí. Íá äåßîå�å ü�é äåí õðÜñ÷åé ðñïóåããéó�éêüò áëãüñéèìïò (ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ) ìå ëüãï

ðñïóÝããéóçò ìéêñü�åñï �ïõ 2 ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá (åê�üò áí P = NP). Ôé óõìâáßíåé áí �á ìÞêç

�ùí áêìþí åßíáé áõèáßñå�á;
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