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Τι είναι η Λεπτοµερής Πολυπλοκότητα;

Θεωρία NP-πληρότητας διαχωρίζει τα προβλήµατα σε εύκολα (επιλύσιµα
σε πολυωνυµικό χρόνο) και δύσκολα (µη επιλύσιµα σε πολυωνυµικό
χρόνο).

Ωστόσο, δε µπορεί να απαντήσει σε ερωτήµατα της µορϕής: ∆ύναται το
πρόβληµα της µέγιστης κοινής υπακολουθίας να επιλυθεί σε αυστηρά
υποτετραγωνικό (n2−δ) χρόνο;

Κατασκευή µίας θεωρίας που καλύπτει τα προαναϕερθέντα υπολογιστικά
κενά: Θεωρία Λεπτοµερούς Πολυπλοκότητας.
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Αρχικές Υποθέσεις

Ξεκινάµε από αρχικές υποθέσεις δυσκολίας προβληµάτων, και δείχνουµε
δυσκολία άλλων προβληµάτων.

• Πρόβληµα Συντοµότερων Μονοπατιών (APSP).
∆ίνεται ένας γράϕος µε n κορυϕές και βάρη στις ακµές. Να βρεθεί το
µήκους του συντοµότερου µονοπατιού µεταξύ οποιονδήποτε δύο
κόµβων.
Υπόθεση. ∆εν υπάρχει αλγόριθµος χρόνου n3−ε , για ε > 0.
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Αρχικές Υποθέσεις

• Πρόβληµα 3SUM.
∆ίνονται σύνολο A θετικών ακεραίων. Να βρεθεί αν υπάρχουν
διακεκριµένοι αριθµοί a1,a2,a3 ∈ A ώστε a1 + a2 + a3 = 0.

Υπόθεση. ∆εν υπάρχει αλγόριθµος χρόνου n2−ε, για ε > 0.
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Αρχικές Υποθέσεις

• Πρόβληµα CNF-SAT.
∆ίνεται µία ϕόρµουλα Μπουλ φ σε κανονική µορϕή (conjuctive normal
form), µε N µεταβλητές, M clauses. Υπάρχει αποτίµηση τιµών αληθείας
στις µεταβλητές που κάνουν την φ αληθή;

Υπόθεση. Για κάθε k ≥ 3 υπάρχει ε > 0 έτσι ώστε να µην υπάρχει
αλγόριθµος χρόνου 2(1−ε)·n · poly(logM).
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Αρχικές Υποθέσεις

• Πρόβληµα Ορθογώνιων ∆ιανυσµάτων.
∆ίνονται δύο συλλογές διανυσµάτων A,B ⊆ {0, 1}d, µε |A| = |B| = n.
Υπάρχουν δύο διανύµατα (a,b) ∈ A× B µε εσωτερικό γινόµενο 0;

Υπόθεση. ∆εν υπάρχει αλγόριθµος χρόνου n2−ε, για ε > 0.
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Είδη Αναγωγών

Έστω προβλήµατα Π1,Π2. Θα δούµε δύο ειδών αναγωγές:
1. Π1 αναγέται µε έναν αλγόριθµο χρόνου r(n) σε ένα στιγµιότυπο
µεγέθους s(n) του προβλήµατος Π2. Αυτό δίνει έναν αλγόριθµο
r(n) + T2(s(n)) για το Π1, όπου T2 ο χρόνος να λύσει το Π2.

2. Π1 αναγέται µε έναν αλγόριθµο χρόνου r(n) σε k στιγµιότυπα
µεγέθους s1(n), s2(n), . . . , sk(n) του Π2. Αυτό δίνει έναν αλγόριθµο
r(n) + T2(s1(n)) + . . . + T2(sk(n)) για το Π1.
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Η πρώτη µας αναγωγή

• Πρόβληµα Αποδοχής Μη Ντετερµινιστικού Αυτόµατου (NFA).
∆ίνεται ένα NFA µε M καταστάσεις, και µια συµβολοσειρά x.
Αποϕανθείτε αν το εν λόγω NFA αποδέχεται ή όχι την x.
Αλγόριθµος. Με δυναµικό προγραµµατισµό, ή (αναζήτηση κατά
βάθος) σε χρόνο O(M · |x|). Έστω S[i] το σύνολο των καταστάσεων στις
οποίες βρίσκεται το NFA µετά από i βήµατα.

Θεώρηµα: Αν υπάρχει αλγόριθµος χρόνου (M · |x|)1−ε για το Πρόβληµα
Αποδοχής Μη Ντετερµινιστικού Αυτόµατου, τότε η Υπόθεση των
Ορθογώνιων ∆ιανυσµάτων καταρρέει.

Λεπτοµερής Πολυπλοκότητα | ΄Αρης Παγουρτζής, Βασίλης Νάκος
Παγε 7/20



Για κάθε a ∈ {0, 1}d ϕτιάχνουµε το NFAMa ως εξής.

Ισχυρισµός: Για κάθε b ∈ {0, 1}d, τοMa αποδέχεται το το b αν και µόνο αν
τα a,b είναι ορθογώνια.
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Φτιάχνουµε τοM ως ¨λογικό Ή¨ όλων τωνMa, για a ∈ A.

Φτιάχνουµε τη συµβολοσειρά

x = #b1[1] . . .b1[d]#b2[1] . . .b2[d]# . . .# . . .#bn[1] . . .bn[d]

M αποδέχεται την x αν και µόνο αν υπάρχουν δύο ορθογώνια διανύσµατα.
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• Πρόβληµα 3-SAT.
∆ίνεται µία ϕόρµουλα Μπουλ φ σε κανονική µορϕή (conjuctive normal
form), µε N µεταβλητές, M clauses. Υπάρχει αποτίµηση τιµών αληθείας
στις µεταβλητές που κάνουν την φ αληθή;

Υπόθεση. Υυπάρχει δ για το οποίο δεν υπάρχει αλγόριθµος χρόνου 2δ·n
για το 3-SAT.

φ := (x1 ∨ x2 ∨ xN) ∧ . . . ∧ (x4 ∨ x7 ∨ x9)
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Κυρίαρχο σύνολο ενός γράϕους G = (V, E) είναι ένα σύνολο S ⊆ V, έτσι
ώστε κάθε u ∈ V είτε ανήκει στο S, είτε έχει έναν γείτονα στο S.
• Πρόβληµα Κυρίαρχου Συνόλου.
∆ίνεται ένας γράϕος G = (V, E) µε n κορυϕές, m ακµές, και ένας
ϕυσικός αριθµός q.

Ερώτηση: Υπάρχει κυρίαρχο σύνολο µεγέθους q ;
Θεώρηµα: Το Πρόβληµα του Κυρίαρχου Συνόλου δεν µπορεί να λυθεί σε
2δ·n1/3 χρόνο, εκτός αν η ETH καταρρέει.
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Ξεκινάµε από την κλασική απόδειξη NP-πληρότητας του Προβλήµατος
Κυρίαρχου Συνόλου (αναγωγή από 3-SAT).

? φ µε N µεταβλητές, M clauses →︸︷︷︸
O(N+M)

γράϕος µε 3N+M κόµβους
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Ισχυρισµός: Ο κατασκευόµενος γράϕος έχει κυρίαρχο σύνολο µεγέθους N
αν και µόνο αν η ϕόρµουλα φ είναι ικανοποιήσιµη.
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Πλήθος κόµβων ≤ N+
(
N

3
)
23 = 9N3

2δ′n1/3 αλγόριθµος για Κυρίαρχο Σύνολο δίνει
2δ(9N3)1/3 = 2δN αλγόριθµο για 3-SAT
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Πιο ισχυρά κάτω ϕράγµατα

• ? Το 2δn1/3 στον εκθέτη προέκυψε λόγω του ότι το πλήθος των πιθανών
clauses είναι κυβικό στο N.

• ? Σχεδιασµός πιο ¨σϕιχτής¨ αναγωγής (οι σταθερές µετράνε!)
• Λήµµα Αραιοποίησης (Impagliazzo, Paturi, Zane): Μπορούµε να
µεταµορϕώσουµε κάθε k-SAT στιγµιότυπο σε ένα υποεκθετικό πλήθος
αραιών k-SAT στιγµιοτύπων.
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Λήµµα Αραιοποίησης. Έστω θετικός ακέραιος k ≥ 3 και ε > 0. Τότε
υπάρχει αριθµός C := C(k, ε) και αλγόριθµος A έτσι ώστε

• ∆οσµένης µίας k-CNF ϕόρµουλα φ, ο A(φ) επιστρέϕει ϕόρµουλες
φ1, . . . , φt ώστε

φ = φ1 ∨ φ2 ∨ . . . φt.

• t ≤ 2εN.
• Ο A τρέχει σε χρόνο Õ(2εN).
• Κάθε φj είναι k-CNF ϕόρµουλα µε N µεταβλητές και το πολύ Mj = C · N
clauses.

Κυρίαρχο σύνολο δε λύνεται σε O(2δ′n) χρόνο:
2εN︸︷︷︸

πλήθος στιγµιοτύπων

· 2δ′(3N+Mj)︸ ︷︷ ︸
χρόνος ανά στιγµιότυπο

= 2εN+δ′(3+C)N < 2δn.
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ETH και πολυωνυµικοί αλγόριθµοι

• Πρόβληµα q-Κυρίαρχου Συνόλου.
∆ίνεται ένας γράϕος G = (V, E) µε n κορυϕές, m ακµές, και ένας
ϕυσικός αριθµός q.

Ερώτηση: Υπάρχει κυρίαρχο σύνολο µεγέθους q ;
΄Αµεσο:

(
n

q

)
· nq ≈ nq+1 αλγόριθµος.

Προχωρηµένο: Για q ≥ 7, nq+o(1) αλγόριθµος

Θεώρηµα: Για όλα τα επαρκώς µεγάλα q, υπάρχει ένα δ έτσι ώστε να µην
υπάρχει αλγόριθµος χρόνου nδq για το q-Κυρίαρχο Σύνολο.
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• Χωρίζουµε τις µεταβλητές σε q ίσες οµάδες G(i) = {x(i−1)·N/q+1, xi·N/q}.

• Για κάθε οµάδα και για κάθε µερική αποτίµηση τιµών αληθείας p,
ϕτιάχνουµε µία κορυϕή α(i)

p .
• Ορίζουµε µία κορυϕή d(i),∀i.
• Για το ίδιο i, οι κορυϕές a(i)p σχηµατίζουν κλίκα.
• Για το j-οστό clause, ορίζουµε µια κορυϕή Cj.
• Συνδέουµε µία κορυϕή Cj µε το a(i)p αν η αποτίµηση που αντιστοιχεί
στην a(i)p , κάνει αληθές το clause Cj
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Ισχυρισµός: Η φ είναι ικανοποιήσιµη, αν και µόνο αν ο κατασκευασµένος
γράϕος έχει κυρίαρχο σύνολο µεγέθους q.

΄Αρα O(nδ
′q) αλγόριθµος για το q-Κυρίαρχο Σύνολο θα έδινε

O(
(
q2N/q

)δ′q
) = O(2δN) για 3-SAT.

? Χρόνος Αναγωγής 2O(N/q), άρα q = Ω(1/δ).
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