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Προηγούµενο Μάθηµα

Περιγραϕή κλάδου Λεπτοµερούς Πολυπλοκλότητας.
Αρχικές Υποθέσεις ∆υσκολίας:
• Πρόβληµα Συντοµότερων Μονοπατιών.
• 3-SUM.
• Ορθογώνια ∆ιανύσµατα.
• k-SAT.

Αυτό το µάθηµα: Μια πιο προσεκτική µατιά στο πρόβληµα των
Ορθογώνιων ∆ιανυσµάτων.
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Ορθογώνια ∆ιανύσµατα και k-SAT

Ορθογώνια ∆ιανύσµατα. ∆ίνονται δύο σύνολα A,B ⊆ {0, 1}d. Να βρεθεί αν
υπάρχει ζέυγος a ∈ A,b ∈ B ώστε a,b κάθετα.

k-SAT. ∆ίνεται µία ϕόρµουλα φ σε κανονική µορϕή, πχ

φ := (x1 ∨ x2 ∨ xN) ∧ . . . ∧ (x4 ∨ x7 ∨ x9),

µε N µεταβλητές και M clauses. Να βρεθεί αν υπάρχει αποτίµηση τιµών
αληθείας που ικανοποιεί τη φ.
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Ορθογώνια ∆ιανύσµατα και k-SAT

• ∆εν υπάρχει αυστηρά υποτετραγωνικός αλγόριθµος για το πρόβληµα
των Ορθογώνιων ∆ιανυσµάτων.

• Εναλλακτικά: ∆εν υπάρχει αλγόριθµος n2−ε · poly(d) για το πρόβληµα
των Ορθογώνιων ∆ιανύσµατων.

• Ισχυρή Υπόθεση Υποεκθετικού Χρόνου: ∀ε > 0,∃k, έτσι ώστε το k-SAT
να µη µπορεί να λυθεί σε 2(1−ε)N · poly(M) χρόνο.
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Συσχέτιση Ορθογωνίων ∆ιανυσµάτων και
k-SAT

Θεώρηµα:Η υπόθεση Ισχυρού Υποεκθετικού Χρόνου υποννοεί την
υπόθεση Ορθογώνιων ∆ιανυσµάτων.

Ισοδύναµα:

Θεώρηµα: Έστω ότι υπάρχει ε > 0 και ένας n2−ε · poly(d) αλγόριθµος για το
πρόβληµα των Ορθογωνίων διανυσµάτων. Τότε υπάρχει ε′ := ε′(ε) > 0 και
ένας αλγόριθµος χρόνου 2(1−ε′)N · poly(M) για το k-SAT.
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Χωρίζουµε τις µεταβλητές στη µέση: x1, x2, . . . , xN/2, και xN/2+1, . . . , xN.

Για καθεµία από τις 2N/2 αποτίµησεις τιµών στις x1, x2, . . . , xN/2, ϕτιάχνουµε
ένα διάνυσµα στο A.

• Παραδείγµατος χάρην, Για την αποτίµηση
v = {false, false, true, . . . , true}, ϕτιάχνουµε το διάνυσµα av ∈ {0, 1}M
το το οποίο έχει 0 στη j-οστή θέση, αν η v ικανοποιεί το j-οστό clause,
αλλιώς 1.

• Όµοια ϕτιάχνουµε διανύσµατα στο bv.
• |A| = |B| = 2N/2.
• A,B ⊆ {0, 1}M.
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Έστω ότι υπάρχει αποτίµηση v που κάνει την φ αληθή. Τότε
• Έστω v = (v1, v2), |v|1 = |v2| = N/2.

• Ισχυριζόµαστε ότι τα διανύσµατα av1 ,bv2 είναι κάθετα.
• Κάθε clause ικανοποιείται από τη v. ΄Αρα, για κάθε j ∈ [M], το j-οστό
clause θα ικανοποιείται είτε µέσω του v1 είτε µέσω του v2.

• ΄Αρα είτε av1[j] = 0 είτε bv2[j] = 0, για κάθε j.
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Έστω ότι υπάρχει ορθογώνιο ζέυγος (av1 ,bv2) ∈ A× B.

Έστω η αποτίµηση v := (v1, v2). Τότε
• Για κάθε j ∈ [m] έχουµε av1[j] = 0 ή vv2[j] = 0.

• ΄Αρα τουλάχιστον µία από τις δύο αποτιµήσεις κάνουν το j-οστό
clause αληθές.

• Εϕόσον ισχύει για όλες τα clauses, η v ικανοποιεί τη φ.
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Πρόβληµα Μεταβολής Ακολουθίας (edit
distance

∆ίνονται δύο συµβολοσειρές X, Y ∈ Σn. Μπορούµε να κάνουµε τις εξής
πράξεις: διαγραϕή, αντικατάσταση, αλλαγή συµβόλου, µε κόστη cd, cr, cm
αντίστοιχα.

Να βρεθεί το ελάχιστο κόστος, το οποίο µετατρέπει τη µία ακολουθία στην
άλλη.
Κλασική O(n2) λύση µε δυναµικό προγραµµατισµό.
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Μέγιστη Κοινή Υπακολουθία

∆ίνονται δύο ακολουθίες X, Y ∈ Σn. Να βρεθεί η µέγιστη κοινή
υπακολουθία τους.

DP[i, j] := µήκος της µέγιστη κοινής υπακολουθία του X[1, . . . , i] µε
Y[1, . . . , j].

• Dp[0, j] = DP[i,0] = 0.
• DP[i, j] = DP[i− 1, j− 1] + 1, αν X[i] = X[j].
• DP[i, j] = min {DP[i− 1, j],DP[i, j− 1]}, αλλιώς.
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Περιτύλιγµα ∆υναµικού Χρόνου
∆ίνονται δύο ακολουθίες X, Y ∈ Σn, µε την κάθε ακολουθία να αντιστοιχεί
σε µια χρονοσειρά. Κρατάµε από ένα δείκτη στο πρώτο σηµείο κάθε
χρονοσειράς.

Μπορούµε να διασχίσουµε τις χρονοσειρές, προχωρώντας κάθε ϕορά
τουλάχιστον έναν δείκτη κατά 1. ∆ηλαδή, αν οι δείκτες είναι στην
κατάσταση (i, j), µπορούν δυνητικά να πάνε στην κατάσταση
(i+ 1, j), (i, j+ 1), (i+ 1, j+ 1).

Θέλουµε να βρούµε τη διάσχιση D που ελαχιστοποιεί το άθροισµα∑
καταστάσεις (i,j)∈D

|X[i]− Y[j]| .
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Τι συµβαίνει;

Όλα τα προαναϕερθέντα προβλήµατα δεν έχουν αυστηρά
υποτετραγωνικούς χρόνους. Υπάρχουν µόνο µικρές βελτιώσεις,
παραδείγµατος χάρην για τη Μέγιστη Κοινή Υπακολουθία γνωρίζουµε
αλγόριθµο ≈ n2

( log n
log log n)

2 (Masek και Paterson, 1980).

Μπορούµε να εξηγήσουµε την έλλειψη αυστηρά υποτετραγωνικών
αλγορίθµων;
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∆υσκολία Μέγιστης Κοινής Υπακολουθίας

Θεώρηµα. Αν υπάρχει αλγόριθµος χρόνους n2−ε µε ε > 0, για το πρόβληµα
της Μέγιστης Κοινής Υπακολουθίας, τότε υπάρχει αλγόριθµος χρόνου
n2−ε · poly(d) για το πρόβληµα των Ορθογωνίων διανυσµάτων.

Όµοια για τα άλλα δύο πρόβληµατα σε συµβολοσειρές.
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Θα µετατρέψουµε ένα στιγµιότυπο του προβλήµατος των Ορθογωνίων
∆ιανυσµάτων σε δύο ακολουθίες µήκους O(nd2). Το µήκος της µέγιστης
κοινής ακολουθίας των τελευταίων δείχνει αν υπάρχει ορθογώνιο ζεύγος
στ αρχικό στιγµιότυπο.

∆εδοµένων συµβολοσειρών X, Y µια ακολουθία (i1, j1), . . . (ik, jk) ώστε

X[ii] = Y[j1], . . . , X[ik] = Y[jk],

θα λέγεται ευθυγράµµιση.
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Κωδικοποίηση Γινοµένου

Λήµµα. Υπάρχουν συµβολοσειρές CA(0), CA(1), CB(0), CB(1) ∈ {0, 1}3, έτσι
ώστε για κάθε s, t ∈ {0, 1} έχουµε

MK(CA(s), CB(t)) = 2 · (1− s · t),

όπο MK(X, Y) το µήκος της µέγιστης κοινής υπακολουθία των X, Y.
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Κωδικοποίηση Γινοµένου

Ορίζουµε
• CA(0) := 001,
• CA(1) := 111,
• CB(0) := 011,
• CB(1) := 000
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Κωδικοποίηση εσωτερικού γινοµένου

Λήµµα. Υπάρχουν FA, FB : {0, 1}d → {0, 1, 2}3d2 έτσι ώστε για οποιαδήποτε
a,b ∈ {0, 1}d έχουµε

MK (FA(a), FB(b)) = (3d2 − d)− 2
d∑
k=1

a[k] · b[k].
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Για c ∈ Σ και θετικό ακέραιο n, έστω cn := c c . . . c︸ ︷︷ ︸
n τιµες

.

Κατασκευάζουµε τις συµβολοσειρές ως:
• FA(a) := CA(a[1])23dCA(a[2])23d . . . 23dCA(a[d]).
• FB(b) := CB(b[1])23dCB(b[2])23d . . . 23dCB(b[d]).

? Θυµηθείτε ότι
1. s · t = 0↔ MK(CA(s), CB(t)) = 2.
2. s · t = 1↔ MK(CA(s), CB(t)) = 0.
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Κατασκευή εσωτερικού γινοµένου µε
κατώϕλι

Λήµµα. Υπάρχουν GX,GY : {0, 1}d → {0, 1, 2, 3}6d2−d−2, υπολογίσιµες σε
χρόνο O(d2), έτσι ώστε για κάθε διάνυσµα a,b ∈ {0, 1}d έχουµε
• MK(GX(a),GY(b)) = 3d2 − d, αν a,b κάθετα.
• MK(GX(a),GY(b)) = 3d2 − d− 2, διαϕορετικά.
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Κατασκευάζουµε τα GA(a),GB(b) ως
• GA(a) := FA(a)33d2−d−2
• GB(b) := 33d2−d−2FB(b)

? Θυµηθείτε ότι

MK (FA(a), FB(b)) = (3d2 − d)− 2
d∑
k=1

a[k] · b[k].
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Προς την τελική αναγωγή

Θεώρηµα(Αναγωγή αναλυτικά): ∆εδοµένων συνόλων A,B ⊆ {0, 1}d µε
|A| = |B| = n, µπορούµε σε χρόνο O(nd2) να κατασκευάσουµε
συµβολοσειρές X, Y και έναν ακέραιο τ ώστε
MK(X, Y) ≥ τ αν και µόνο αν στα A,B περιέχει ένα ορθογώνιο ζεύγος
διανυσµάτων.
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Έστω A = {a0,a1, . . . ,an},B = {b0,b1, . . . ,bn}, και γ := 6d2 − d− 2.

Ορίζουµε
• X := GA(a0) 4γ GA(a1) . . . 4γGA(an−1) 4γ GA(a1) 4γ . . . 4γ GA(an−1)
• Y := 4nγ GB(b0) 4γ GB(b1) . . . 4γGB(bn−1) 4nγ

Ισχυρισµός.

MK(X, Y) ≥ (2n− 1)γ + max∆∈{0,...,n−1}

n−1∑
j=0

MK(GA(aj+D mod n),GB(bj)).

? ορθογώνιο ζεύγος υπάρχει
→ MK(X, Y) ≥ (2n− 1) · γ + (n− 1) · (3d2 − d− 2) + 3d−d = τ .
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• X := GA(a0) 4γ GA(a1) . . . 4γGA(an−1) 4γ GA(a1) 4γ . . . 4γ GA(an−1)
• Y := 4nγ GB(b0) 4γ GB(b1) . . . 4γGB(bn−1) 4nγ

?MK(X, Y) < τ → δεν υπάρχει ορθογώνιο ζεύγος (a,b) ∈ A× B.
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Σύνοψη

• Η Ισχυρή Υπόθεση Υποεκθετικού Χρόνου υποννοεί την Υπόθεση
Ορθογώνιων ∆ιανυσµάτων.

• Υπόθεση Ορθογώνιων ∆ιανυσµάτων δίνει τετραγωνική δυσκολία για
κλασικά προβλήµατα συµβολοσειρών, τα οποία λύνονται µε δυναµικό
προγραµµατισµό.
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