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Προηγούµενο Μάθηµα

(Min,+) συνέλιξη και ισοδυναµία µε πρόβληµα Σακιδίου.

Σε αυτό το µάθηµα: Πολλαπλασιασµός πινάκων Boole και επιπτώσεις.
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∆ίνονται δύο n× n πίνακες A,B µε εγγραϕές στο {0, 1}, τις οποίες τις
αντιστοιχούµε στο true,false. Να υπολογιστεί ο πίνακας C ∈ {0, 1}n×n ώστε

C[i][j] =
n∨
k=1

A[i] ∧ B[j].

Εναλλακτικά,

C[i][j] =
n∑
k=1

A[i] · B[j],

όπου + είναι το λογικό Ή και · το λογικό ΚΑΙ.
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Μερικά γεγονότα

• Το πρόβληµα Πολλαπλασιασµού Πινάκων Boole (ΒΜΜ) είναι
ισοδύναµος µε το πρόβληµα του υπολογισµού Μεταβατικού
Κλεισίµατος ενός δεδοµένου γράϕου.

• Το ΒΜΜ µπορεί να αναχθεί σε υποκυβικό χρόνο στο πρόβληµα
Συντοµότερων Μονοπατιών.

• Καλά όλα αυτά, αλλά δεν είναι ειδική περίπτωση του προβλήµατος
πολλαπλασιασµού πινάκων, το οποίο λύνεται σε nω χρόνο, για ω < 3 ;

Υπολογίζουµε το C̃[i][j] =
∑

n

k=1 A[i] · B[j] όπου +, · έχουν τη
συνηθισµένη σηµασιολογία, και έχουµε C̃[i][j] > 0↔ C[i][j] = 1.
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Μερικές αναλογίες

Το (Min,+) γινόµενο αντιστοιχούσε στην εύρεση συντοµότερων
µονοπατιών µήκους 2 από κάθε κορυϕή σε οποιαδήποτε άλλη.

(Min,+) γινόµενο⇐⇒ APSP

Το BMM αντιστοιχεί στην εύρεση αν υπάρχει µονοπάτι µήκους 2 σε ένα
γράϕο G από το u στο v, για κάθε u, v.

BMM⇐⇒ Μεταβατικό Κλείσιµο
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Αλγόριθµος Strassen
Λογικός δρόµος: διαίρει και βασίλευε. Σπάµε τον A σε 4 πίνακες
A1,1,A1,2,A2,1,A2,2 µε τον κλασικό τρόπο: ο πίνακας Ai,j είνα ο A
περιορισµένος στις γραµµές [i · n2 + 1, (i+ 1) · n2 ] και στις στήλες
[j · n2 + 1, (j+ 1) · n2 ].

Το κλασικό διαίρει και βασίλευε θα ήταν:

C1,1 = A1,1B1,1 + A1,2B2,1

C1,2 = A1,1B1,2 + A1,2B2,2

C2,1 = A2,1B1,1 + A2,2B2,1

C2,2 = A2,1B1,2 + A2,2B2,2

Η αναδροµική σχέση που προκύπτει είναι
T(n) = 8 · T(n2 ) + O(n2)⇒ T(n) = n3.
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Αλγόριθµος Strassen

Μ 1 := (A1,1 + A2,2)(B1,1 + B2,2)
Μ 2 := (A2,1 + A2,2)B1,1M3 := A1,1(B1,2 − B2,2)
Μ 4 := A2,2(B2,1 − B1,1)
M5 := (A1,1 + A1,2)B2,2
M6 := (A2,1 − A1,1)(B1,1 + B1,2)
Μ 7 := (A1,2 − A2,2)(B2,1 + B2,2)

Χρησιµοποιώντας τα M1, . . . ,M7 µπορούµε να υπολογίσουµε µόνο µε
προσθέσεις τα C1,1, C1,2, C2,1, C2,2.

Χρόνο εκτέλεσης T(n) = 7T(n2 ) + O(n2)⇒ T(n) = nlog2 7+o(1) ≈ n2.8074
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Σχόλια πάνω στον αλγόριθµο του
Strassen
• Σχετικά αργός στην πράξη. Οι διαδοχοί του ακόµα πιο αργοί.

• ∆εν καταλαβαίνουµε επαρκώς τους αλγεβρικούς αυτούς αλγόριθµους.
Ενδεχοµένως αυτό είναι εµπόδιο για πολύ γρηγορότερους θεωρητικούς
αλγορίθµους.
• Ερώτηση: Υπάρχει ‘συνδυαστικός’ αλγόριθµος για να πολλαπλασιάσουµε
δύο πίνακες Boole;
• ΄Ατυπη υπόθεση δυσκολίας: δεν υπάρχει υποκυβικός ‘συνδυαστικός’
αλγόριθµος για το πρόβληµα BMM.
• Καλύτερος ‘συνδυαστικός’ αλγόριθµος µέχρι στιγµής από Yu:
O((n3/ log4 n) · poly(log log n).
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Ερµηνεία του αλγόριθµου του Strassen

Μπορούµε να ερµηνεύσουµε τους πίνακες που δηµιουργεί ο αλγόριθµος
του Strassen συνδυαστικά. Στον υπολογισµό του A2, τα Ai,j αντιστοιχούν
στο να σπάσουµε τον γράϕο σε 4 µέρη µε ίδιο πλήθος κορυϕών.
Η πράξη M1 := (A1,1 + A2,2)(A1,1 + A2,2) σε τι αντιστοιχεί;

Όχι ιδιαίτερα διαϕωτιστική ερµηνεία. Υπολογισµός µε µονότονα
κυκλώµατα;

Λεπτοµερής Πολυπλοκότητα | ΄Αρης Παγουρτζής, Βασίλης Νάκος
Παγε 8/22



Ερµηνεία του αλγόριθµου του Strassen

Μπορούµε να ερµηνεύσουµε τους πίνακες που δηµιουργεί ο αλγόριθµος
του Strassen συνδυαστικά. Στον υπολογισµό του A2, τα Ai,j αντιστοιχούν
στο να σπάσουµε τον γράϕο σε 4 µέρη µε ίδιο πλήθος κορυϕών.
Η πράξη M1 := (A1,1 + A2,2)(A1,1 + A2,2) σε τι αντιστοιχεί;

Όχι ιδιαίτερα διαϕωτιστική ερµηνεία. Υπολογισµός µε µονότονα
κυκλώµατα;

Λεπτοµερής Πολυπλοκότητα | ΄Αρης Παγουρτζής, Βασίλης Νάκος
Παγε 8/22



Σχέση του BMM µε κλασικά προβλήµατα

Μπορούµε να κωδικοποιήσουµε διάϕορα προβλήµατα χρησιµοποιώντας
BMM.

• Σχέση µε κλίκα. Μπορούµε να βρούµε σε χρόνο nω·k/3 · (n) αν υπάρχει
κλίκα µεγέθους k σε έναν γράϕο µε n κόµβους.
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Πρόβληµα Κλίκας

Πρόβληµα. ∆ίνεται ένας γράϕος µε n κόµβους, και ένας αριθµός k (ας
υποθέσουµε ότι είναι πολλαπλάσιο του 3), και ζητείται να βρεθεί αν
υπάρχει κλίκα µεγέθους k.

Κατασκευάζουµε πίνακες A,B ∈ {0, 1}(
n

k/3), µε τις γραµµές να αντιστοιχούν
στα υποσύνολα S ⊆ [n], |S| = k/3. Έχουµε A[S][S′] = 1 αν α) S ∩ S′ = ∅, β) το
S ∪ S′ είναι κλίκα. Όµοια για τον B. Τότε, η εγγραϕή S, S′ στο γινόµενο
Boole των A,B ισούται µε ∨

S′′⊆[n],|S′′|=k/3

A[S][S′′] ∧ B[S′′][S′].

Μπορούµε να διαβάσουµε αν υπάρχει κλίκα µεγέθους k στο γράϕηµά µας;
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Αναγωγή κλίκας

Αν κοιτάξουµε το γινόµενο Boole A3:

A
3[S][S] =

∨
S′,S′′

A[S][S′] ∧ A[S′][S′′] ∧ A[S′′][S].

Αν (+, ·) = (
∨
,wedge) τότε

A
3[S][S] =

∑
S′,S′′

A[S][S′] · A[S′][S′′] · A[S′′][S].

Πότε βγαινει 1 το A3[S][S]; Ποιος ο χρόνος εκτέλεσης;
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Υποκυβικές Αναγωγές

Πάλι τρίγωνα!

• Πρόβληµα ΄Ανα δύο Ζευγών Τριγώνων. ∆ίνεται τριµερής γράϕος G µε
σύνολο κορυϕών (I, J,K), |I| = |J| = |K| = n. Για κάθε i ∈ I, j ∈ J υπάρχει
k ∈ K ώστε τα i, j, k να σχηµατίζουν τρίγωνο;

• ∆ίνεται γράϕος G µε n κορυϕές. Περιέχει τρίγωνο;

• BMM υποκυβικά ισοδύναµο µε τα άνω δύο προβλήµατα.
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Αναγωγή τριγώνου σε BMM
Έστω ο πίνακας γειτνίασης A του γραϕήµατος G. Τότε

A
3[i, j] =

n∨
k=1

A[i, k] ∧ A2[k, j] =

n∨
k=1

(
A[i, k] ∧

(
n∨

k′=1

A[k, k′] ∧ A[k′, j]

))
=

∨
k,k′∈[n]

A[i, k] ∧ A[k, k′] ∧ A[k′, j]

Πιο απλά, αν (+, ·) = (
∨
,∧) έχουµε

A
3[i, j] =

∑
k,k′∈[n]

A[i, k] · A[k, k′] · A[k′, j]

Εντοπισµός τριγώνου µε δύο πολλαπλασιασµούς πινάκων Boole.
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Αλυσίδα αναγωγών

BMM⇒ Ανά δύο Ζεύγη Τριγώνων⇒ Εντοπισµός Τριγώνου⇒ BMM

Κλάση ισοδυναµίας!

∆είξαµε µέχρι στιγµή µόνο την τελευταία ισοδυναµία.
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Συνεχίζοντας τη συµπλήρωση της
αλυσίδας

Αναγωγή Ανά δύο Ζεύγη Τριγώνων⇒ Εντοπισµός Τριγώνου.

Υπενθύµιση. ∆ίνεται τριµερής γράϕος G = (I ∪ J ∪ K, E) και ζητείται για
κάθε (i, j) ∈ I× J να βρεθεί αν υπάρχει k ∈ K ώστε i, j, k να σχηµατίζουν
τρίγωνο στο G, δηλαδή (i, j), (j, k), (k, i) ∈ E(G).

Κλασική τακτική αναγωγής: Αν θέλεις να δείξεις ότι ένα πρόβληµα
αναϕοράς (‘Βρες όλα τα. . . ’) ανάγεται σε ένα πρόβληµα απόϕασης, σπάσε
το σε κοµµάτια, και τρέξε σειριακά τον δεύτερο αλγόριθµο στα
δηµιουργηθέντα στιγµιότυπα.
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Έστω |I| = |J| = |K| = n. Σπάµε τα
I, J,K σε s µέρη το καθένα. Έχουµε (n/s)3 συνδυασµούς (̃I, J̃, K̃) να ελέγξουµε.

Για κάθε (̃I, J̃, K̃) τρέχουµε τον αλγόριθµο εντοπισµού τριγώνου. Αν
επιστρέψει τρίγωνο (i, j, k) το αναϕέρου-
µε, και αϕαιρούµε την ακµή (i, j). Προχωρούµε στην επόµενη τριάδα (̃I, J̃, K̃).

? Θα αϕαιρεθούν το πολύ n2 ακµές.
? Κάθε (i, j) που συµµετέχει σε τρίγωνο θα αναϕερθεί.
? Θα τρέξουµε τον αλγόριθµο εντοπισµού τριγώνου το πολύ O(n2 + (n/s)3)
ϕορές.Συνολικός χρόνος O((n2 + (n/s)3) · s3−ε =︸︷︷︸

s=n1/3

O(n3−ε/3).
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? Θα τρέξουµε τον αλγόριθµο εντοπισµού τριγώνου το πολύ O(n2 + (n/s)3)
ϕορές.Συνολικός χρόνος O((n2 + (n/s)3) · s3−ε =︸︷︷︸

s=n1/3

O(n3−ε/3).
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Έστω |I| = |J| = |K| = n. Σπάµε τα
I, J,K σε s µέρη το καθένα. Έχουµε (n/s)3 συνδυασµούς (̃I, J̃, K̃) να ελέγξουµε.
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Αλυσίδα αναγωγών

BMM⇒ Ανά δύο Ζεύγη Τριγώνων⇒ Εντοπισµός Τριγώνου⇒ BMM

Κλάση ισοδυναµίας!

Μας λείπει µόνο η ισοδυναµία BMM⇒ Ανά δύο Ζεύγη Τριγώνων
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Τελευταία Αναγωγή

∆εδοµένων πινάκων Boole A,B ∈ {0, 1}n×n, ϕτιάχνουµε τρεις διαµερίσεις
I, J,K, µεγέθους n καθεµία.

• Για κάθε i ∈ I, k ∈ K βάζουµε ακµή (i, k) αν A[i][k] = 1.

• Για κάθε j ∈ J, k ∈ K βάζουµε ακµή (j, k) αν B[k][j] = 1.

• Ανάµεσα i ∈ I, j ∈ J βάζουµε ακµή.
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Προσοχή

Είδαµε ότι APSP ανήκει σε µια κλάση ισοδυναµίας µε προβλήµατα
εντοπισµού και αναϕοράς τριγώνων αρνητικού βάρους.

Αλλά το BMM ανήκει σε κλάδη ισοδυναµίας µε προβλήµατα εντοπισµού
και αναϕοράς τριγώνων χωρίς την απαίτηση του αρνητικού βάρους.

∆ιαϕορετικές κλάσεις ισοδυναµίας, διαϕορετικά προβλήµατα. Το BMM
είναι πιο εύκολο, χρησιµοποιώντας αλγεβρικά εργαλεία. Συνδυαστικοί
αλγόριθµοι όµως;
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Απόσταση Hamming σε κυλιόµενο
παράθυρο
Ένα από τα πιο κλασικά προβλήµατα στην επεξεργασία συµβολοσειρών.
∆ίνονται δύο συµβολοσειρές P, T µε |P| = n, |T| = m < n (ας θεωρήσουµε
m = Ω(n)) και ζητείται να βρεθεί για κάθε ολίσθηση o ≤ n−m+ 1 το

HAM(P[o,o+ 1, . . . ,o+m− 1], T].

∆ηλαδή, για κάθε υποσυµβολοσειρά του P να βρεθεί το πλήθος των
συµβόλων στο οποίο διαϕέρει µε το T.

Αλγόριθµος Fischer-Patterson: O(n3/2).

? Σειρά ασκήσεων: Το BMM ανάγεται σε αυτό.
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Συµπεράσµατα για απόσταση Hamming
σε κυλιόµενο παράθυρο

• Παίρνουµε ότι ένας nω/2−ε αλγόριθµος δίνει καλύτερο αλγόριθµος για
πολλαπλασιασµό πινάκων Boole.

• Παίρνουµε ότι ένας οποιοσδήποτε n3/2−ε αλγόριθµος για το πρόβληµα
‘πρέπει’ να χρησιµοποιεί πολλαπλασιασµό πινάκων.

• ∆εδοµένου ότι όλοι οι αλγόριθµοι που ξέρουµε για το πρόβληµα
χρησιµοποιούν FFT, λογικά ένας τέτοιος αλγόριθµος πρέπει να
χρησιµοποιεί και FFT και πολλαπλασιασµό πινάκων.

• Εναλλακτικά, πρέπει να ‘µιµείται’ τη λογική του αλγόριθµου του Strassen.
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