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Προηγούµενο Μάθηµα

1. Σχέση Ορθογώνιων ∆ιανυσµάτων και Ισχυρής Υπόθεσης Υποεκθετικού
Χρόνου.

2. Προβλήµατα σε συµβολοσειρές: µέγιστη κοινή υπακολουθία,
πρόβληµα απόστασης µεταβολής (edit distance).

3. ∆υσκολία µέγιστης κοινής υπακολουθίας µέσω Ορθογώνιων
∆ιανυσµάτων.

Σε αυτό το µάθηµα: Πρόβληµα Συντοµότερων Μονοπατιών.
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Πρόβληµα Συντοµότερων Μονοπατιών
(APSP)

∆ίνεται ένας γράϕος µε n κορυϕές, και βάρη στις ακµές. Όλα τα βάρη είναι
στο {1, . . . ,nc}, για κάποια σταθερά c. Να βρεθεί για κάθε ζεύγος u, v το
µήκος του συντοµότερου µονοπατιού από το u στο v.
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Γνωστοί Αλγόριθµοι

• Αλγόριθµος Floyd-Warshall : O(n3).

dp[i, j,0] = w(i, j)

dp[i, j, k] = min{dp[i, j, k− 1],dp[i, k, k− 1] + dp[k, j, k− 1]

• Αλγόριθµος Ryan Williams: O
(

n3

2Θ(
√

log n)

)
.

Εικασία: ∆εν υπάρχει αλγόριθµος n3−ε για το πρόβληµα των Συντοµότερων
Μονοπατιών (∀ε > 0,∃c > 0 ώστε . . .).
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(Μιν,+) γινόµενο πινάκων

∆ίνετα ένας n1 × n2 πίνακας A, και ένας n1 × n2} πίνακας B µε εγγραϕές στο
{1, . . . ,nc. Το (Μιν,+) γινόµενο των A,B είναι ένας n2 × n3 πίνακας C έτσι
ώστε

C[i, j] = min1≤k≤n2 {A[i, k] + B[k, j]} .

΄Αµεσος Αλγόριθµος: O(n1 · n2 · n3) = O(n3) (n1 = n2 = n3 = n).

Εικασία: Ο υπολογισµός του (Μιν,+) γινοµένου δε γίνεται σε χρόνο n3−ε
(∀ε > 0,∃c > 0 ώστε . . .).
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Σχέση ανάµεσα σε APSP και (Μιν,+)
γινόµενο: Κατεύθυνση Ι

Θεώρηµα. Αν το APSP επιδέχεται έναν αλγόριθµο χρόνου T(n), τότε το
(Μιν,+) γινόµενο επιδέχεται έναν αλγόριθµο χρόνου O(T(n)).
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Σχέση ανάµεσα σε APSP και (Μιν,+)
γινόµενο: Κατεύθυνση ΙΙ

Θεώρηµα. Αν το (Μιν,+) γινόµενο επιδέχεται έναν αλγόριθµο χρόνου, τότε
το APSP επιδέχεται έναν αλγόριθµο χρόνου T(n), τότε το O(T(n) · log n).

Έστω A ο πίνακας γειτνίασης/βαρών του G. Με τι µοιάζει το (Μιν,+)
γινόµενο C του A µε τον εαυτό του;

C[i, j] = min1≤k≤n {w(i, k) + w(k, j)}

?C[i, j] είναι το µήκους του συντοµότερου µονοπατιού µήκους 2 από τον
κόµβο i στον κόµβο j (αν δεν υπάρχει ακµή (i, k) θέτουµε w(i, k) =∞).
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Σχέση ανάµεσα σε APSP και (Μιν,+)
γινόµενο: Κατεύθυνση ΙΙ

Ορίζουµε w[i, i] = 0, έτσι ώστε C[i, j] να εκϕράζει το µήκος του
συντοµότερου µονοπατιού µήκους το πολύ 2 από τον κόµβο i στον κόµβο
j.

C[i, j] = min1≤k≤n {w(i, k) + w(k, j)}

Έστω A⊕ B το (Μιν,+) γινόµενο δύο πινάκων. Τότε κοιτάµε το γινόµενο µε n
όρους

A⊕ A⊕ A⊕ . . .⊕ A,

όπου A ο πίνακας βαρών/ γειτνίασης του G, δηλαδή A[i, j] = w(i, j).
W⊕n → Γρήγορη ύψωση σε δύναµη.
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(Μιν,+) γινόµενο για πίνακες µε εγγραϕές
≤ W

Αρκεί να κατασκευάσουµε αλγόριθµο για το (Μιν,+) γινόµενο.

• Θα κωδικοποιήσουµε το (Μιν,+) χρησιµοποιώντας γινόµενο
πολυωνύµων.

• ∆ύο πολυώνυµα βαθµού d µπορούν να πολλαπλασιαστούν σε χρόνο
O(d log d) χρησιµοποιώντας Γρήγορο Μετασχηµατιµό Φουριέ (FFT).

• Φτιάχνουµε πίνακα Ã ώστε Ã[i, j] = xA[i,j]. Όµοια για B̃.
• Έχουµε

(ÃB̃)[i, j] =
n∑
k=1

Ã[i, k] · B̃[k, j] =
n∑
k=1

x
A[i,k]+B[k,j]
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(ÃB̃)[i, j] =
n∑
k=1

Ã[i, k] · B̃[k, j] =
n∑
k=1

x
A[i,k]+B[k,j]

Γνωρίζοντας το πολυώνυµο
∑

n

k=1 x
A[i,k]+B[k,j], µπορώ να βρώ το

C[i, j] = min1≤k≤n {A[i, k] + B[k, j]} από τον µικρότερο εκθέτη που
εµϕανίζεται σε µονώνυµο του πολυωνύµου.

Τρέχω οποιονδήποτε αλγόριθµο γρήγορου πολλαπλασιασµού πινάκων,
αντικαθιστώντας του πολλαπλασιασµούς αριθµών µε τον
πολλαπλασιασµό πολυωνύµων.

΄Αρα O(W logW · nω) χρόνος για τον υπολογισµό του (Μιν,+) γινοµένου.
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Ã[i, k] · B̃[k, j] =
n∑
k=1

x
A[i,k]+B[k,j]

Γνωρίζοντας το πολυώνυµο
∑

n

k=1 x
A[i,k]+B[k,j], µπορώ να βρώ το

C[i, j] = min1≤k≤n {A[i, k] + B[k, j]} από τον µικρότερο εκθέτη που
εµϕανίζεται σε µονώνυµο του πολυωνύµου.

Τρέχω οποιονδήποτε αλγόριθµο γρήγορου πολλαπλασιασµού πινάκων,
αντικαθιστώντας του πολλαπλασιασµούς αριθµών µε τον
πολλαπλασιασµό πολυωνύµων.

΄Αρα O(W logW · nω) χρόνος για τον υπολογισµό του (Μιν,+) γινοµένου.

Λεπτοµερής Πολυπλοκότητα | ΄Αρης Παγουρτζής, Βασίλης Νάκος
Παγε 9/19



Τρίγωνα και APSP

• (Πρόβληµα αρνητικού τριγώνου): ∆ίνεται κατευθυνόµενος γράϕος G.
Να βρεθεί αν υπάρχουν κορυϕές i, j, k ώστε

w(i, j) + w(j, k) + w(k, i) < 0.

• (Πρόβληµα Αναϕοράς Αρνητικών Τριγώνων) ∆ίνεται κατευθυνόµενος
γράϕος G µε σύνολο κορυϕών V := I ∪ J ∪ K. Να βρεθεί για κάθε
i ∈ I, j ∈ J, αν υπάρχει k ∈ K ώστε

w(j, i) + w(i, k) + w(k, j) < 0.
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Αναγωγή Αρνητικού Τριγώνου στο (Μιν,+)
Γινόµενο

Έστω A ∈ Zn×n έτσι ώστε A[i, j] = w(i, j) αν ακµή (i, j) υπάρχει, αλλιώς∞.

1. Υπολόγισε B := A⊕ A, δηλαδή B[i, j] = minn
k=1 {A[i, k] + A[k, j]}.

2. Υπολόγισε

mini,j
{
Aj,i + Bi,j

}
= mini,j,k

{
Aj,i + Ai,k + Ak,j

}
.

Αυτό δεν είναι τίποτα άλλο από το ελάχιστο βάρος κάποιου τριγώνου!
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(Μιν,+) γινόµενο σε Πρόβληµα Αναϕοράς
Αρνητικών τριγώνων
Υπενθύµιση: (Πρόβληµα Αναϕοράς Αρνητικών Τριγώνων) ∆ίνεται
κατευθυνόµενος γράϕος G µε σύνολο κορυϕών V := I ∪ J ∪ K. Να βρεθεί
για κάθε i ∈ I, j ∈ J, αν υπάρχει k ∈ K ώστε

w(j, i) + w(i, k) + w(k, j) < 0.

• Έστω |I| = |J| = |K| = n.Ακµές από το I στο K, από το K στο J, κι από το
J στο I.

• Στην ακµή (i, k) ∈ I× K βάλε βάρος w(i, k) = A[i, k].
• Στην ακµή (k, j) ∈ K × J βάλε βάρος w(k, j) = B[k, j].
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• Στην ακµή (i, k) ∈ I× K βάλε βάρος w(i, k) = A[i, k].
• Στην ακµή (k, j) ∈ K × J βάλε βάρος w(k, j) = B[k, j].
• Τι να βάλουµε στις ακµές (j, i) ∈ J× I άραγε;

Έλεγχος w(j, i) + w(i, k) + w(k, j) < 0 ισοδυναµεί µε

w(i, k) + w(k, j) < −w(j, i)
A[i, k] + B[k, j] < −w(j, i)

Εµείς θέλουµε το minn
k=1 {A[i, k] + B[k, j]}, οπότε ταυτόχρονη δυαδική

αναζήτηση στο {−2nc, . . . , 2nc}n
2
. O(log n) κλήσεις.
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Αναγωγή Αναϕοράς Αρνητικών Τριγώνων
σε πρόβληµα αρνητικού τριγώνου
• (Πρόβληµα αρνητικού τριγώνου): ∆ίνεται κατευθυνόµενος γράϕος G.
Να βρεθεί αν υπάρχουν κορυϕές i, j, k ώστε

w(i, j) + w(j, k) + w(k, i) < 0.

• (Πρόβληµα αναϕοράς αρνητικών τριγώνων) ∆ίνεται κατευθυνόµενος
γράϕος G µε σύνολο κορυϕών V := I ∪ J ∪ K. Να βρεθεί για κάθε
i ∈ I, j ∈ J, αν υπάρχει k ∈ K ώστε

w(j, i) + w(i, k) + w(k, j) < 0.
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Σπάµε τα I, J,K σε n/s µέρη µεγέθους s:

I1, I2, . . . , In/s, J1, J2, . . . , Jn/s,K1,K2, . . . ,Kn/s.

Για καθεµία από τις (n/s)3 επιλογές Ĩ, J̃, K̃ κοιτάµε το επαγόµενο γράϕηµα
G[̃I, J̃, K̃].

Αλγόριθµος.

Για όλα τα (̃I, J̃, K̃):
Όσο το G[̃I, J̃, K̃] περιέχει αρνητικό τρίγωνο: Βρες ένα αρνητικό τρίγωνο
(i, j, k) και θέσε w(i, j) =∞.

? Το πολύ n2 βάρη θα τεθούν σε∞.
? Αν τα (i, j) συµµετέχουν σε αρνητικό τρίγωνο, αυτό θα εντοπιστεί.

Λεπτοµερής Πολυπλοκότητα | ΄Αρης Παγουρτζής, Βασίλης Νάκος
Παγε 15/19



Σπάµε τα I, J,K σε n/s µέρη µεγέθους s:

I1, I2, . . . , In/s, J1, J2, . . . , Jn/s,K1,K2, . . . ,Kn/s.

Για καθεµία από τις (n/s)3 επιλογές Ĩ, J̃, K̃ κοιτάµε το επαγόµενο γράϕηµα
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Πριν προχωρήσουµε, προσοχή!
Ερώτηση: Πως εντοπίζουµε ένα αρνητικό τρίγωνο, αν γνωρίζουµε ότι
υπάρχει ένα·

∆ιαµερίζουµε το Ĩ σε δύο ίσα µέρη Ĩ(1), Ĩ(2). Όµοια για J̃, K̃.
Τουλάχιστον ένας από τους τρεις επαγόµενους γράϕους G[̃I(a), J̃(b), K̃(c)]
περιέχουν αρνητικό τρίγωνο. Αποϕάσισε ποιος, και αναδροµή!

Tεντοπισµός τριγώνου(n) ≤ 23 · Tαπόϕαση ύπαρξης(n/2) + Tεντοπισµός τριγώνου(n/2).

΄Αρα,
Tεντοπισµός τριγώνου(n) = O(Tαπόϕαση ύπαρξης).
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Αλγόριθµος.

Για όλα τα (̃I, J̃, K̃):
Όσο το G[̃I, J̃, K̃] περιέχει αρνητικό τρίγωνο: Βρες ένα αρνητικό τρίγωνο
(i, j, k) και θέσε w(i, j) =∞.

Συνολικός χρόνος:
( (πλήθος αρνητικών τριγώνων) + (πλήθος τριάδων) )
·O
(
Tαπόϕαση ύπαρξης(n)

)
≤(
(n/s)3 + n

2) · O(Tαπόϕαση ύπαρξης(s)).

Θέτοντας s =
⌈
n1/3
⌉
έχουµε ότι

Tαπόϕαση ύπαρξης(n) ≤ n3−ε δίνει χρόνο O(n3−ε/3).
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Οι αναγωγές που αποκαλύψαµε µέχρι στιγµής.
1. APSP υποκυβικά ισοδύναµο µε τον υπολογισµό (Μιν,+) γινοµένου.

2. Υποκυβική αναγωγή του προβλήµατος αρνητικού Τριγώνου σε (Μιν,+)
Γινόµενο.

3. Υποκυβική αναγωγή (Μιν,+) γινόµενου σε πρόβληµα Αναϕοράς
Αρνητικών τριγώνων.

4. Υποκυβική αναγωγή προβλήµατος Αναϕοράς Αρνητικών τριγώνων σε
Πρόβληµα αρνητικού τριγώνου.
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