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Προηγούµενο Μάθηµα

Υπόθεση δυσκολίας Συντοµότερων Μονοπατιών, (Μιν,+) γινόµενο,
προβλήµατα τριγώνων σε γραϕήµατα, και κλάση ισοδυναµίας.

Σήµερα: Μια πιο αναλυτική µατιά στο πρόβληµα 3SUM.
Η τελευταία από τις τρεις ‘µεγάλες’ υποθέσεις δυσκολίας.
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Πρόβληµα 3SUM. Έστω A,B, C σύνολο ακεραίων, πληθικότητας n. Να
βρεθεί αν υπάρχουν αριθµοί a ∈ A,b ∈ B, c ∈ C ώστε a+ b+ c = 0.

• Τετριµµένη λύση: O(n3).
• Γνωστή: O(n2).
• Προχωρηµένη: O(n2 ·

(
log log n
log n

)2
).

• Υπόθεση δυσκολίας: ∆εν υπάρχει n2−ε αλγόριθµος. Η πιο παλιά
υπόθεση δυσκολίας, από Gajentaan, Overmars το 95.
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Ισοδύναµες Εκδοχές

1. ∆ίνονται A,B, C ⊆ Z. Να βρεθεί αν υπάρχουν a ∈ A,b ∈ B, c ∈ C ώστε
a+ b = c.

2. ∆ίνονται A,B, C ⊆ Z, και στόχος t. Να βρεθεί αν υπάρχουν
a ∈ A,b ∈ B, c ∈ C ώστε a+ b+ c = t.

3. ∆ίνονται X ⊆ Z. Να βρεθεί αν υπάρχουν a,b, c ∈ X ώστε a+ b+ c = 0.
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Αλγόριθµοι για 3SUM

Αλγόριθµος 1. Αν A,B, C ⊆ {−U,U}, τότε υπάρχει µια O(U logU) λύση
χρησιµοποιώντας πολλαπλασιασµό πολυωνύµων.

Έστω

p(x) =

(∑
a∈A

x
a

)
·

(∑
b∈B

x
b

)
·

(∑
c∈C

x
c

)
Ο συντελεστής xt στο p(x) τι δείχνει, οέο;
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Ο τετραγωνικός αλγόριθµος

Ας επικεντρωθούµε στην περίπτωση A = B = C.
Ταξινοµούµε το A: A = {a1, . . . ,an}.

Θα κοιτάξουµε για κάθε c ∈ A αν υπάρχουν a,b ∈ A ώστε a+ b = −c.
?i = n, j = 1
Όσο i > 0 και j ≤ n:
• Αν ai + aj = −c επέστρεψε ΝΑΙ
• Αν ai + aj > −c i := i− 1.
• Αν ai + aj < −c j := j+ 1.

Επέστρεψε ΟΧΙ
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∆έντρα Πολυπλοκότητας

Θεώρηµα. Το πρόβληµα 3SUM επιδέχεται δέντρο απόϕασης βάθους
O(n

3
2 log n).

Υπενθύµιση: ∆έντρο απόϕασης ενός προβλήµατος P µε είσοδο
x1, x2, . . . , xn είναι ένα δέντρο, όπου κάθε κόµβος περιέχει µία σύγκριση της
µορϕής xi ≤ xj (ή γραµµικό συνδυασµό

∑
i
αixi ≥ 0). Οι

ακµές είναι 0/1, και ακολουθούνται ανάλογα το αποτέλεσµα της σύγκρισης.

Τι µας λένε τα δέντρα πολυπλοκότητας;
Επίσης, που τα έχουµε ξαναδει;
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1. Τι µας λένε τα δέντρα πολυπλοκότητας;

Κάτω ϕράγµατα σε δέντρα πολυπλοκότητας⇒ κάτω ϕράγµατα σε
µοντέλα υπολογισµού.

2. Επίσης, που τα έχουµε ξαναδει;
Απόδειξη ότι οποιοσδήποτε αλγόριθµος ταξινόµησης που βασίζεται σε
συγκρίσεις απαιτεί Ω(n log n) χρόνο.

Αλλά τι µας ενδιαϕέρουν οι αλγόριθµοι (άνω ϕράγµατα) για τα δέντρα
αποϕάσεων;;

Μας λένε πότε ένα κάτω ϕράγµα δεν µπορεί να αποδειχθεί
χρησιµοποιώντας τη συγκεκριµένη µέθοδο.

Ή µπορούν να λειτουργήσουν σαν ενδιάµεσος σταθµός προς έναν
αλγόριθµο.
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Μικρά ∆έντρα αποϕάσεων για το 3SUM
Βήµα 1. Ταξινοµούµε το A σε αύξουσα σειρα: O(n log n) συγκρίσεις.

Βήµα 2. Σπάµε το A σε n/g διαδοχικές οµάδες A1,A2, . . . ,An/g.

Βήµα 3. Ταξινοµούµε το πολυσύνολο

D = ∪n/g
i=1 (Ai − Ai) = ∪n/g

i=1 {a− b|a,b ∈ Ai},

σε αύξουσα σειρά. Απαιτούνται O(ng log n) συγκρίσεις, και έχουµε µία
λίστα L η οποία περιέχει τριάδες i, j, k µε i ∈ [n/g], j, k ∈ [g] κατά αύξοντα
ai,j − ai,k.
Βήµα 4. Ταξινοµούµε τα Ai,j := Ai + Aj = {a+ b|a ∈ Ai,b ∈ Aj}, µε 0
συγκρίσεις, λόγω του βήµατος 3!

Λεπτοµερής Πολυπλοκότητα | ΄Αρης Παγουρτζής, Βασίλης Νάκος
Παγε 8/22



Μικρά ∆έντρα αποϕάσεων για το 3SUM
Βήµα 1. Ταξινοµούµε το A σε αύξουσα σειρα: O(n log n) συγκρίσεις.

Βήµα 2. Σπάµε το A σε n/g διαδοχικές οµάδες A1,A2, . . . ,An/g.

Βήµα 3. Ταξινοµούµε το πολυσύνολο

D = ∪n/g
i=1 (Ai − Ai) = ∪n/g

i=1 {a− b|a,b ∈ Ai},

σε αύξουσα σειρά. Απαιτούνται O(ng log n) συγκρίσεις, και έχουµε µία
λίστα L η οποία περιέχει τριάδες i, j, k µε i ∈ [n/g], j, k ∈ [g] κατά αύξοντα
ai,j − ai,k.
Βήµα 4. Ταξινοµούµε τα Ai,j := Ai + Aj = {a+ b|a ∈ Ai,b ∈ Aj}, µε 0
συγκρίσεις, λόγω του βήµατος 3!

Λεπτοµερής Πολυπλοκότητα | ΄Αρης Παγουρτζής, Βασίλης Νάκος
Παγε 8/22



Μικρά ∆έντρα αποϕάσεων για το 3SUM
Βήµα 1. Ταξινοµούµε το A σε αύξουσα σειρα: O(n log n) συγκρίσεις.

Βήµα 2. Σπάµε το A σε n/g διαδοχικές οµάδες A1,A2, . . . ,An/g.

Βήµα 3. Ταξινοµούµε το πολυσύνολο

D = ∪n/g
i=1 (Ai − Ai) = ∪n/g

i=1 {a− b|a,b ∈ Ai},

σε αύξουσα σειρά. Απαιτούνται O(ng log n) συγκρίσεις, και έχουµε µία
λίστα L η οποία περιέχει τριάδες i, j, k µε i ∈ [n/g], j, k ∈ [g] κατά αύξοντα
ai,j − ai,k.
Βήµα 4. Ταξινοµούµε τα Ai,j := Ai + Aj = {a+ b|a ∈ Ai,b ∈ Aj}, µε 0
συγκρίσεις, λόγω του βήµατος 3!

Λεπτοµερής Πολυπλοκότητα | ΄Αρης Παγουρτζής, Βασίλης Νάκος
Παγε 8/22



Βήµα 3. Ταξινοµούµε το πολυσύνολο

D = ∪n/g
i=1Ai − Ai = ∪n/g

i=1 {a− b|a,b ∈ Ai},

σε αύξουσα σειρά. Απαιτούνται O(ng log n) συγκρίσεις, και έχουµε µία
λίστα L η οποία περιέχει τριάδες i, j, k µε i ∈ [n/g], j, k ∈ [g] κατά αύξοντα
ai,j − ai,k.
Βήµα 4. Ταξινοµούµε τα Ai,j := Ai + Aj = {a+ b|a ∈ Ai,b ∈ Aj}, µε 0
συγκρίσεις, λόγω του βήµατος 3!
Εϕόσον

ai,j + ai′,j′ ≤ ai,k + ai′,k′ ⇐⇒ ai′,j′ − ai′,k ≤ ai,k − ai,j,

αρκεί να ελέγξουµε αν το (i′, j′, k′) εµϕανίζεται πριν από το (i, j, k) στη λίστα
L.

Λεπτοµερής Πολυπλοκότητα | ΄Αρης Παγουρτζής, Βασίλης Νάκος
Παγε 9/22



Θα κοιτάξουµε για κάθε c ∈ A αν υπάρχουν a,b ∈ A ώστε a+ b = −c.

?i = n/g, j = 1
Όσο i > 0 και j ≤ n/g:
• Αν −c ∈ Ai,j επέστρεψε ΝΑΙ (δυαδική αναζήτηση)
• Αν min(Ai) + max(Aj) > −c, θέσε i := i− 1.
• Αν τίποτε από τα παραπάνω, θέσε j := j+ 1.

Επέστρεψε ΟΧΙ

Πλήθος συγκρίσεων. O((ng+ n2/g) log n) = O(n
3
2 log n), για g :=

√
n.
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΄Ωρα για αναγωγές!
Πρόβληµα GeomBase: ∆ίνονται n σηµεία σε τρεις οριζόντιες γραµµές
y = 0, y = 1, y = 2. Να βρεθεί αν υπάρχει µία µη οριζόντια γραµµή που
περιέχει τρία σηµεία.
Ισχυρισµός. ∆εν υπάρχει υποτετραγωνικός αλγόριθµος, εκτός αν η
υπόθεση 3SUM καταρρέει.

Για ένα (A,B, C) στιγµιότυπο του 3SUM κατασκευάζουµε σηµεία (a,0) για
a ∈ A, (b, 2) για b ∈ B, (c/2, 1) για c ∈ C.
Τρία σηµεία είναι συνευθειακά αν c/2− a = b− c/2⇐⇒ a+ b = c.
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Ένα κλασικό γεωµετρικό πρόβληµα: δοθέντων n σηµείων στο επίπεδο,
υπάρχει ευθεία µε τουλάχιστον 3 σηµεία πάνω της·

Ισχυρισµός. ∆εν υπάρχει n2−ε αλγόριθµος, εκτός αν η 3SUM εικασία
καταρρέει.

∆οθέντος στιγµιοτύπου A του 3SUM, κατασκευάζουµε σηµεία
(a,a3),∀a ∈ A.
Τα σηµεία (a,a3), (b,b3), (c, c3) είσαι συνευθειακά αν και µόνο αν

a3 − b3

a− b
=
c3 − b3

c− b
⇐⇒ a+ b+ c = 0.
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Το 3SUM είναι δύσκολο ακόµα και µε
µικρά στοιχεία

Θεώρηµα. Το 3SUM µπορεί να αναχθεί σε γραµµικό χρόνο στην περίπτωση
όπου A,B, C ⊆ [O(n3)].

Ανοικτά ερωτήµατα. Είναι υποτετραγωνικά δύσκολο το 3SUM όταν
A,B, C ⊆ [n2+δ], για 0 ≤ δ < 1;
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Τα εργαλεία µας

Το εργαλείο µας: (Μαγικές) Συναρτήσεις κατακερµατισµού κατάλληλες για
µία τέτοια αναγωγή..

1. g : [U]→ [p], µε g(x) = x mod p, όπου p πρώτος (Ολοµορϕικός
κατακερµατισµός).

2. t : [U]→ [m], µε
h(x) = (σx) mod p mod m,

όπου p πρώτος ≥ 2U, και σ ∈ Z∗p (γραµµικός κατακερµατισµός).
3. h : [U]→ [m] µε

h(x) = (σx) mod N div m,

όπου N,m δυνάµεις του 2, και σ ∈ Z∗
N
(γραµµικός κερµατισµός ΙΙ).
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Οι τρεις πιο κλασικές συναρτήσεις κατακερµατισµού. Η τυχαιότητα
βρίσκεται
1. στην h στην επιλογή του πρώτου p.
2. Στις t,h στην επιλογή του σ.

Για την ακρίβεια, η g (αντίστοιχα h, t) ορίζει µία οικογένεια συναρτήσεων,
από την οποία επιλέγεται µία συνάρτηση στην τύχη.

Ορισµός: Μία τυχαία συνάρτηση κατακερµατισµού f : [U]→ [m] λέγεται
d-οικουµενική αν

∀x, y ∈ [U] : P{f (x) = f (y)} ≤ d

U
.

Ιδανικά, θέλουµε d = 1.
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1. g : [U]→ [p] είναι αϕινική, δηλαδή

(g(x + y) = g(x) + g(y)) mod p,

αλλά

είναι O(logU)-οικουµενική.
2. t : [U]→ [m] είναι 4-οικουµενική, αλλά είναι σχεδόν αϕινική:

(t(x + y)− t(x)− t(y)) mod m ∈ {0,Umod m}.

3. h : [U]→ [p] είναι 4-οικουµενική, αλλά σχεδόν αϕινική:

h(x + y)− h(x)− h(y) ∈ {−1,0} mod m.
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2. t : [U]→ [m] είναι 4-οικουµενική, αλλά είναι σχεδόν αϕινική:

(t(x + y)− t(x)− t(y)) mod m ∈ {0,Umod m}.

3. h : [U]→ [p] είναι 4-οικουµενική, αλλά σχεδόν αϕινική:

h(x + y)− h(x)− h(y) ∈ {−1,0} mod m.
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1. Παίρνουµε τυχαία h : [U]→ [m],m := Θ(n3).
2. A′ := {h(a)|a ∈ A},B′ := {h(b),b ∈ B}, C′ := {h(c)|c ∈ C}
3. A′′ := {h(a)|a ∈ A},B′′ := {h(b),b ∈ B}, C′′ := {h(c) + 1|c ∈ C}
4. Λύνουµε τα (A′,B′, C′) και (A′′,B′′, C′′) (δουλεύοµε µοδ µ).

5. Αν τα τελικά στιγµιότυπα δεν έχουν λύση, ανακοινώνουµε ότι δεν
υπάρχει λύση.

6. Αλλιώς, αν λύση (x′, y′, z′) για το (A′,B′, C′), ελέγχουµε αν
h−1(x′) + h−1(y′) = h−1(z′).

7. Αλλιώς, αν λύση (x′, y′, z′) για το (A′,B′, C′), κοιτάµε αν
h−1(x′) + h−1(y′) = h−1(z′ − 1).
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Ανάλυση.

Η λύση θα βρεθεί: Αν x + y = z µε (x, y, z) ∈ A× B× C τότε
(h(x) + h(y)) mod m ∈ (h(z) + {0, 1}) mod m, οπότε είτε στο (A′,B′, C′) είτε
στο (A′′,B′′, C′′) θα υπάρχει λύση.

∆εν υπάρχουν ψευδολύσεις: Έστω (x, y, z) ∈ A× B× C. Ποια η πιθανότητα
(h(x) + h(y)) = h(z′) mod m ;
Λόγω της περίπου αϕινικότητας, πρέπει το h(x + y − z) να πέϕτει σε ένα
σύνολο µεγέθους 4 (γιατί;). Αυτό συµβαίνει µε O( 1

n
) πιθανότητα.

Μπορούµε να πάρουµε ένα ϕράγµα ένωσης (union bound) πάνω σε όλες
τις τριάδες, να συµπεράνουµε ότι δεν υπάρχει ψευδολύση.
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Ένα ενδιάµεσο πρόβληµα.

Συνελικτικό 3SUM. ∆ίνεται πίνακας ακεραίων A µήκους n. Να βρεθεί αν
υπάρχουν δείκτες i, j µε i+ j ≤ n ώστε A[i] + A[j] = A[i+ j].

• Πιο ‘δοµηµένο’ πρόβληµα από το 3SUM.
• Αν 3SUM υποτετραγωνικά επιλύσιµο, τότε πρέπει να λύσουµε το

Συνελικτικό 3SUM πρώτα.
• Ωστόσο, 3SUM υποτετραγωνικά ισοδύναµο µε συνελικτικό 3SUM.
• Χρησιµοποιείται ως ενδιάµεσος σταθµός δυσκολίας για άλλα

προβλήµατα (δες πρώτη σειρά σκήσεων).
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Στη σειρά ασκήσεων

Προβλήµατα µε τρίγωνα (ξανά): ∆ίνεται γραος G µε βάρη στις ακµές. Να
βρεθεί αν υπάρχει τρίγωνο v1, v2, v3 µηδενικού βάρους στο G, δηλαδή

w(v1, v2) + w(v2, v3) + w(v3, v4) = 0.

Στην προηγούµενη διάλεξη είδαµε το πρόβληµα αρνητικού τριγώνου, και
είπαµε ότι είναι υποκυβικά ισοδύναµο µε το Πρόβληµα Συντοµότερων
Μονοπατιών.

Θα δούµε ότι το 3SUM ανάγεται στο πρόβληµα µηδενικού τριγώνου σε n 3
2

χρόνο.
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Λίγη ιστορία ακόµα

Θεώρηµα. (Williams and Williams, 2009) Το πρόβληµα αρνητικού
τριγώνου ανάγεται στο πρόβληµα αρνητικού τριγώνου, όταν τα βάρη των
ακµών είναι πολυωνυµικά µικρά.

΄Αρα το πρόβληµα του µηδενικού τριγώνου είναι APSP-δύσκολο.Αλλά είναι
και 3SUM-δύσκολο.

Ακόµα και µία από τις δύο εικασίες να καταρρέει, τότε το εν λόγω
πρόβληµα µπορεί να είναι δύσκολο λόγω της άλλης. Μάλλον είναι όντως
δύσκολο . . .
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