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Η παραδοσιακή συνέλιξη
Για δύο διανύσµατα A,B ∈ Cn, η (+, ·) συνέλιξή τους ορίζεται ως το
διάνυσµα A ∗ B ∈ R2n−1 το οποίο ικανοποιεί

(A ∗ B)[k] =
∑
i+j=k

A[i] · B[j].

Η συνέλιξη είναι ο πολλαπλασιασµός πολυωνύµων γραµµένος µε άλλα
λόγια:
∆είτε τον συντελεστή του xi+j στο(

n−1∑
i=0

A[i] · xi
)
·

(
n−1∑
i=0

B[i] · xi
)
.
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Η παραδοσιακή συνέλιξη
Υπολογίζεται χρησιµοποιώντας τον γρήγορο µετασχηµατισµό Φουριέ (FFT)
σε χρόνο O(n log n). Ενδεχοµένως η πιο θεµελιώδης (µη τετριµµένη) πράξη
µεταξύ δύο διανυσµάτων.
• Υπολογιστική ΄Αλγεβρα.
• Επεξεργασία Σήµατος.
• Όραση Υπολογιστών, Γραϕικά και επεξεργασία εικόνας.
• Επεξεργασία ϕυσικής γλώσσας.
• ∆ιαϕορικές εξισώσεις, αριθµητική ανάλυση.
• Προβλήµατα συµβολοσειρών, πχ σε (βιοπληροϕορική).
• Στατιστική, πιθανότητες.
• Ακέραιος προγραµµατισµός.
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Το είδος συνέλιξης που θα δούµε σήµερα

Η (min,+) συνέλιξη δύο διανυσµάτων/πινάκων/ακολουθιών A,B ∈ [W]n

ορίζεται ως το διάνυσµα A ? B ∈ R2n−1 το οποίο ικανοποιεί

(A ? B)[k] = mini+j=k{A[i] + B[j]}.

Οµοίως ορίζεται και η (max,+) συνέλιξη.

? Τετριµµένος αλγόριθµος: O(n2), καλύτερος γνωστός O(n2/2Θ(
√

log n)(.

? Υπόθεση δυσκολίας: ∆εν υπάρχει n2−ε · poly(logW) αλγόριθµος για ε > 0.
Για διευκόλυνσή µας, θα υποθέσουµε ότι W = poly(n).
? Συχνά, αναϕέρεται και ως συνέλιξη πάνω στον τροπικό ηµιδακτύλιο
(wtf!), βλέπε τροπική γεωµετρία.
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Γεωµετρική ερµηνεία

(A ? B)[k] = maxi+j=k{A[i] + B[j]}.

’Εστω τα σηµεία (i,A[i]) και (j,B[j]) στο επίπεδο. Τότε το (A ? B)[k]
αντιστοιχεί στο σηµείο µε τετµηµένη k και την ελάχιστη (µέγιστη)
τεταγµένη.

Αλγόριθµος µε πολλαπλασιασµό πολυωνύµων (απλά ϕτιάχνουµε όλα τα
πιθανά σηµεία στο άθροισµα Minkowski σηµεία): O(Wn log(Wn)).
Θυµηθείτε ότι W είναι ο µέγιστος αριθµός που εµϕανίζεται στους A,B.
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Αλγόριθµος για µικρό W

Για κάθε k βρες το µη µηδενικό µονώνυµο xky` µε τον χαµηλότερο εκθέτη
ως προς ` στο γινόµενο ∑

0≤i≤n−1

x
i
y
A[i]

 ·
 ∑
0≤j≤n−1

x
j
y
B[j]

 .

Αυτή είναι η τιµή του (A ? B)[k]. Ο πολλαπλασιασµός µπορεί να γίνει σε
χρόνο O(Wn log(Wn)).
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Πρόβληµα Σακιδίου.

∆ίνονται ζεύγη αριθµών (w[i], v[i])i∈[n] και αριθµός W. Να βρεθεί το
υποσύνολο S ⊆ [n] που ικανοποιεί ότι

∑
i∈Sw[i] ≤ W, και µεγιστοποιεί το∑

i∈[n] v[i].

Τα ζεύγη (w[i], v[i]) λέγονται αντικείµενα, και το W η χωρητικότητα του
σακιδίου.
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Ερµηνεία του Προβλήµατος Σακιδίου
Από τα σηµεία {(∑

i∈S

w[i],
∑
i∈S

v[i]

)
:
∑
i∈S

w[i] ≤ W

}
να βρεθεί αυτό µε τη µέγιστη τεταγµένη.

Έστω ο πίνακας D(i), ο οποίος έχει 1 µόνο στη θέση w[i]. Τότε το διάνυσµα

D
(1) ? . . . ? D(n)

όπου ? είναι η (max,+) συνέλιξη, περιέχει στη θέση k την µέγιστη τιµή
που µπορώ να πετύχω διάλεγοντας αντικείµενα συνολικού βάρους k.
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Συνδέσεις αυτής της συνέλιξης µε άλλα
προβλήµατα.

1. Ανάγεται στο πρόβληµα Συντοµότερων Μονοπατιών (APSP).

2. Ανάγεται στο πρόβληµα 3SUM (δεύτερη σειρά ασκήσεων).
3. Είναι υποτετραγωνικά1 ισοδύναµο µε το πρόβληµα Σακιδίου και το

πρόβληµα του µη ϕραγµένου Σακιδίου.
4. Είναι υποτετραγωνικά ισοδύναµη µε την προσεγγιστική εκδοχή του

προβλήµατος Αθροίσµατος Υποσυνόλου.
5. Η προσεγγιστική εκδοχή του προβλήµατος της ∆ιαµέρισης ανάγεται

σε αυτό.

1Θα δούµε τι σηµαίνει αυτό.
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Αναγωγή στο APSP.

Αρκεί να ανάγουµε στο

(Min,+) γινόµενο.

Υπενθύµιση. ∆ίνονται πίνακες X, Y ∈ Rn×n και θέλουµε να υπολογίσουµε
τον πίνακα Z ∈ Rn×n έτσι ώστε

Z[i][j] = minnk=1 {X[i][k] + Y[k][j]} .

Θεώρηµα. Αν υπάρχει αλγόριθµος χρόνου T(n) για το APSP, τότε υπάρχει
και αλγόριθµος χρόνου O(n3/2 +

√
n · T(

√
n)) για τη (min,+) συνέλιξη.
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√
n · T(

√
n)) για τη (min,+) συνέλιξη.
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Αναγωγή
1. Σπάµε το A σε

√
n διαδοχικούς ισοµηκείς πίνακες A(1),A(2), . . . έτσι ώστε

A
(i) := [A[(i− 1) ·

√
n], . . . ,A[i ·

√
n− 1].

2. Φτιάχνουµε τον πίνακα X ο οποίος έχει γραµµές τα A(i).
3. Έστω B(j) := [B[j],B[j− 1], . . . ,B[j−

√
n] για j ≥

√
n.

4. Φτιάχνουµε τον πίνακα Y ο οποίος έχει ως στήλες τα B(j), τα οποία
είναι n−

√
n το πλήθος.

min
√
n

k=1 {X[i][k] + Y[k][j]} =

min

√
n

k=1
{
A[(i− 1) ·

√
n+ k] + B[j− k]

}
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Ο όρος A[(i− 1) ·
√
n+ k] + B[j− k] συνεισϕέρει στο (A ? B)[(i− 1)

√
n+ j]

διότι

((i− 1) ·
√
n+ k) + (j− k) = (i− 1) ·

√
n+ j.

Αν είχαµε όλα τα min
√
n

k=1
{
A[(i− 1) ·

√
n+ k] + B[j− k]

}
, θα µπορούσαµε σε

χρόνο O(
√
n) να υπολογίσουµε όποια εγγραϕή του (A ? B) θέλουµε.

Χρόνος για να βρούµε όλα τα A ? B γίνεται O(n
√
n).

Έχουµε ανάγει το πρόβληµα σε ένα (Min,+) πολλαπλασιασµό ενός√
n×
√
n µε έναν

√
n× (n−

√
n) πίνακα.

Σπάµε τον δεύτερο σε
√
n υποπίνακες, οµαδοποιώντας τις στήλες, και

υπολογίζουµε
√
n γινόµενα σε συνολικό χρόνο

√
n · T(n).
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Αναγωγή στο Πρόβληµα Σακιδίου

Θα ασχοληθούµε την (Max,+) συνέλιξη. Ορίζουµε τα προβλήµατα
1. Μη ϕραγµένο πρόβληµα Σακιδίου: Ίδια κατάσταση µε το πρόβληµα

Σακιδίου, αλλά µπορούµε να διαλέξουµε κάθε αντικείµενο όσες ϕορές
θέλουµε, δηλαδή S είναι πολυσύνολο.

2. Έλεγχος υπερ-αθροιστικότητας ακολουθίας. ∆ίνεται ακολουθία
a[1],a[2], . . . ,a[n] και ζητείται να αποϕασιστεί αν
a[k] ≥ maxi+j=k {a[i] + a[j]} ∀k.

3. Πρόβληµα (Max,+) Συνέλιξης µε άνω ϕράγµα. ∆ίνονται διανύσµατα
A,B, C και ζητείται να βρεθεί αν C[k] ≥ maxi+j=k {A[i] + B[j]}.

? (Max,+)→ Πρόβληµα 3→ Πρόβληµα 2→ Πρόβληµα 1→
→ Πρόβληµα Σακιδίου.
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Οι κατώθι δηλώσεις είναι ισοδύναµες.

• Υπάρχει n2−ε αλγόριθµος για τον υπολογισµό της (min,+) συνέλιξης.

• Υπάρχει n2−ε αλγόριθµος για τον υπολογισµό της (min,+) συνέλιξης
µε άνω ϕράγµα.

• Υπάρχει n2−ε αλγόριθµος για τον έλεγχο υπερ-αθροιστικότητας
ακολουθίας.

• Υπάρχει (n+W)2−ε αλγόριθµος για το πρόβληµα του Μη Φραγµένου
Σακιδίου.

• Υπάρχει (n+W)2−ε αλγόριθµος για το πρόβληµα Σακιδίου.
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Αναγωγή Μη ϕραγµένου Σακιδίου σε
πρόβληµα Σακιδίου.
Έχω τα ζεύγη (wi, vi)i∈[n], και µπορώ να επιλέξω το καθένα πολλές ϕορές.
Ιδέα Ι: Τοποθετώ τα αντικείµενα (wi, vi)(2wi, 2vi)(3wi, 3vi), . . ., και λύνω
πρόβληµα Σακιδίου.

Φτιάχνω έτσι µέχρι O(W · n) αντικείµενα, πολλά . . ..

Βάζουµε για κάθε i τα αντικείµενα

(2wi, 2vi), (4wi, 4vi), (8wi, 8vi), . . . ,

και λύνουµε Πρόβληµα Σακιδίου στο καινούριο στιγµιότυπο.
Έτσι, έχω n′ = O(n logW) αντικείµενα, και ένας (n′ +W)2−ε αλγόριθµος για
το πρόβληµα Σακιδίου λύνει το πρόβληµα µη Φραγµένου Σακιδίου σε
(n logW +W)2−ε χρόνο.
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Αναγωγή ελέγχου υπερ-αθροιστικότητας
σε Μη Φραγµένο Σακίδιο
Υπενθύµιση: Να ελεγχθεί αν a[i] + a[j] ≤ a[i+ j] για κάθε i, j.

Λήµµα. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι η ακολουθία είναι µονότονη.
Απόδειξη. Θεωρούµε την ακολουθία a′[i] := a[i] + Ci, η οποία για C αρκετά
µεγάλο είναι µονότονη. Τότε

a
′[i] + a

′[j] ≤ a′[i+ j]⇐⇒
(a[i] + Ci) + (a[j] + Cj) ≤ a[i+ j] + C(i+ j)⇐⇒
a[i] + a[j] ≤ a[i+ j].

΄Αρα η ιδιότητα της υπερ-αθροιστικότητας παραµένει στην ακολουθία a′.
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Αναγωγή ελέγχου υπερ-αθροιστικότητας
σε Μη Φραγµένο Σακίδιο

Για την ακολουθία a[0],a[1], . . . ,a[n− 1] δηµιουργούµε το στιγµιότυπο µη
Φραγµένου Σακιδίου µε 2n αντικείµενα (i,a[i])0≤i≤n−1 και
(2n− 1− i,D− a[i])0≤i≤n−1 όπου D :=

∑
n−1
i=0 a[i] + 1, και W = 2n− 1.

• Τιµή D είναι πάντα επιτεύξιµη.
• Αν τιµή ≥ D είναι επιτεύξιµη, τότε η ακολουθία δεν είναι

υπερ-αθροιστική.
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Αναγωγή ελέγχου υπερ-αθροιστικότητας
σε Μη Φραγµένο Σακίδιο
1. Πάντα θα πάρουµε το πολύ ένα αντικείµενο της µορϕής

(2n− 1− i,D− a[i]).

2. Αν η ακολουθία είναι υπεραθροιστική, τότε µπορούµε να
αντικαταστήσουµε αντικείµενα (i,a[i]) και (j,a[j]) µε αντικείµενο
(i+ j,a[i+ j]).

3. ΄Αρα για υπεραθροιστικές ακολουθίες, η βέλτιστη λύση πάντα περιέχει
ένα αντικείµενο της µορϕής (i,a[i]), και το αντικείµενο
(2n− 1− i,D− a[i]) λόγω µονοτονικότητας.

4. Αν δεν είναι υπερ-αθροιστική, τότε υπάρχουν i, j ώστε
a[i] + a[j] > a[i+ j]. Τα αντικείµενα
(i,a[i]), (j,a[j]), (2n− 1− (i+ j),D− a[i]− a[j]) έχουν τιµή που ξεπερνάει
το D, ενώ παραµένουν έγκυρη λύση.
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Μέχρι στιγµής

1. Το πρόβληµα µη Φραγµένου Σακιδίου ανάγεται σε σχεδόν γραµµικό
χρόνο στο πρόβληµα Σακιδίου, αυξάνοντας το πλήθος των
αντικειµένων κατά ένα παράγοντα logW.

2. Το πρόβληµα ελέγχου υπερ-αθροιστικότητας ανάγεται στο Μη
Φραγµένο Σακίδιο σε γραµµικό χρόνο.

3. Εν συνεχεία, θα ανάγουµε το πρόβληµα (Max,+) συνέλιξης µε άνω
ϕράγµα, στο πρόβληµα του µη Φραγµένου Σακιδίου.
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Υπενθύµιση (max,+) συνέλιξης. Έχουµε ακολουθίες A,B, C µήκους n και
θέλουµε να αποϕανθούµε αν για κάθε i, j, i+ j < n ισχύει
A[i] + B[j] > C[i+ j].

Μπορούµε να υποθέσουµε ότι A,B, C θετικά και µονότονες, µε το
µετασχηµατισµό A[i]← A[i] +M · i+M′ (όµοια για B, C) όπου M,M′
επαρκώς µεγάλοι αριθµοί.

Κατασκευάζουµε ακολουθία e µήκους 4n, η οποία για 0 ≤ i ≤ n− 1
ικανοποιεί
• e[i] = 0
• e[n+ i] = K + A[i]
• e[2n+ i] = 4K + B[i]
• e[3n+ i] = 5K + C[i],

όπου K επαρκώς µεγάλος αριθµός.

Λεπτοµερής Πολυπλοκότητα | ΄Αρης Παγουρτζής, Βασίλης Νάκος
Παγε 20/27



Υπενθύµιση (max,+) συνέλιξης. Έχουµε ακολουθίες A,B, C µήκους n και
θέλουµε να αποϕανθούµε αν για κάθε i, j, i+ j < n ισχύει
A[i] + B[j] > C[i+ j].

Μπορούµε να υποθέσουµε ότι A,B, C θετικά και µονότονες, µε το
µετασχηµατισµό A[i]← A[i] +M · i+M′ (όµοια για B, C) όπου M,M′
επαρκώς µεγάλοι αριθµοί.

Κατασκευάζουµε ακολουθία e µήκους 4n, η οποία για 0 ≤ i ≤ n− 1
ικανοποιεί
• e[i] = 0
• e[n+ i] = K + A[i]
• e[2n+ i] = 4K + B[i]
• e[3n+ i] = 5K + C[i],

όπου K επαρκώς µεγάλος αριθµός.

Λεπτοµερής Πολυπλοκότητα | ΄Αρης Παγουρτζής, Βασίλης Νάκος
Παγε 20/27



Υπενθύµιση (max,+) συνέλιξης. Έχουµε ακολουθίες A,B, C µήκους n και
θέλουµε να αποϕανθούµε αν για κάθε i, j, i+ j < n ισχύει
A[i] + B[j] > C[i+ j].

Μπορούµε να υποθέσουµε ότι A,B, C θετικά και µονότονες, µε το
µετασχηµατισµό A[i]← A[i] +M · i+M′ (όµοια για B, C) όπου M,M′
επαρκώς µεγάλοι αριθµοί.

Κατασκευάζουµε ακολουθία e µήκους 4n, η οποία για 0 ≤ i ≤ n− 1
ικανοποιεί
• e[i] = 0
• e[n+ i] = K + A[i]
• e[2n+ i] = 4K + B[i]
• e[3n+ i] = 5K + C[i],

όπου K επαρκώς µεγάλος αριθµός.
Λεπτοµερής Πολυπλοκότητα | ΄Αρης Παγουρτζής, Βασίλης Νάκος
Παγε 20/27



Ισχυρισµός Ι. Αν e είναι υπερ-αθροιστική, τότε η απάντητη στο πρόβληµα
(max,+) συνέλιξης είναι θετική.

Για κάθε i, j, i+ j < n έχουµε

e[n+ i] + e[2n+ j] ≤ e[(n+ i) + (2n+ j)]⇐⇒
(K + A[i]) + (4K + B[j]) ≤ (5K + C[i+ j])⇐⇒
A[i] + B[j] ≤ C[i+ j]
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Ισχυρισµός ΙΙ. Αν η απάντηση στο πρόβληµα της (max,+) συνέλιξης µε
άνω ϕράγµα είναι θετική, τότε η e είναι υπερ-αθροιστική.

Λόγω του αριθµού K, κάθε ανίσωση της µορϕής
e[n+ i] + e[n+ j] ≥ e[2n+ j] µε 0 ≤ i ≤ n− 1, ισχύει τετριµµένα. Για τα
υπόλοιπα ζεύγη έχουµε ξανά

e[n+ i] + e[2n+ j] ≥ e[(n+ i) + (2n+ j)]⇐⇒
(K + A[i]) + (4K + B[j]) ≤ (5K + C[i+ j])⇐⇒
A[i] + B[j] ≤ C[i+ j]
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Λίγη ακόµα προετοιµασία της (max,+)
συνέλιξης µε άνω ϕράγµα

Ας υποθέσουµε για αρχή ότι στο πρόβληµα της (max,+) συνέλιξης µε άνω
ϕράγµα πρέπει να επιστρέψουµε και ένα ζεύγος (i, j) έτσι ώστε

A[i] + B[j] > C[i+ j],

αν αυτό υπάρχει2. Έστω αλγόριθµος T(n) γι αυτό το πρόβληµα.

Θα δείξουµε ότι µπορούµε να βρούµε όλα τα παραβιασµένα k για τα ο-
ποία υπάρχουν i, j µε i+j = k και A[i]+B[j] > C[k] σε χρόνο O(T(

√
n)·n log n).

2Στη δεύτερη σειρά ασκήσεων θα δούµε την αναγωγή.
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Λίγη ακόµα προετοιµασία της (max,+)
συνέλιξης µε άνω ϕράγµα
Σπάµε τα A,B σε

√
n ακολουθίες µήκους ≈

√
n, έστω {A(i)}

√
n

i=1, {B
(i)}
√
n

i=1.

Επεξεργαζόµαστε τα υποπροβλήµατα (A(i),B(j)) κατά σειρά. Λύνουµε το
πρόβληµα της (max,+) συνέλιξης µε άνω ϕράγµα για το στιγµιότυπο
(A(i),B(j) (µεταϕέροντας τους δείκτες των πινάκων στο 0). Αν ο αλγόριθµος
γυρίσει το παραβιασµένο k, θέτουµε C[k] =∞, και συνεχίζουµε να
επεξεργαζόµαστε το ίδιο ζεύγος. Όταν η απάντηση στο πρόβληµα είναι
‘ΝΑΙ’, περνάµε στο επόµενο υποπρόβληµα.

Πλήθος παραβιάσεων: O(n).
Συνολικός Χρόνος: (πλήθος παραβιάσεων) ·T(

√
n) = O(nT(

√
n).
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Αναγωγή της (max,+) συνέλιξης στη
(max,+) συνέλιξη µε άνω ϕράγµα.
Ταυτόχρονη δυαδική αναζήτηση!

Έστω ότι 0 ≤ A[i],B[i] ≤ W. Φτιάχνουµε
τον πίνακα C[i] = W

2 , και τρέχουµε το πρόβληµα της (max,+) µε άνω
ϕράγµα για να βρούµε όλα τα k για τα οποία

∃i, j : i+ j = k

∧
A[i] + B[j] > C[k].

Γι αυτά τα k θέτουµε C[k] = 3W
4 , και για όλα τα υπόλοιπα θέτουµε C[k] = W

4 ,
και ούτω καθεξής.

Θεώρηµα. Αν (max,+) συνέλιξη σε χρόνο T(n), τότε (max,+) συνέλιξη σε
χρόνο O(n · T(

√
n) logW).
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Ανακεϕαλαίωση: Οι κατώθι δηλώσεις
είναι ισοδύναµες.

Μαζί µε την αναγωγή του προβλήµατος Σακιδίου στη (max,+) συνέλιξη
(πιθανή παρουσίαση στο τέλος από κάποιον ϕοιτητή ;) έχουµε.
• Υπάρχει n2−ε αλγόριθµος για τον υπολογισµό της (min,+) συνέλιξης.

• Υπάρχει (n+W)2−ε αλγόριθµος για το πρόβληµα του Μη Φραγµένου
Σακιδίου.

• Υπάρχει (n+W)2−ε αλγόριθµος για το πρόβληµα Σακιδίου.
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