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Κύκλοι µήκους k ≥ 4

Θεµελιώδες πρόβληµα στην αλγοριθµική θεωρία γραϕηµάτων.

Ο καλύτερος αλγόριθµος εντοπισµό τριγώνου είναι σε χρόνο ≈ nω
(ισοδυναµία µε πολλαπλασιασµό πινάκων Boole).

Βασική ερώτηση: Ο εντοπισµός κύκλων µήκους 4 τι σχέση έχει µε
εντοπισµό τριγώνων (σε κατευθυνόµενα ή µη κατευθυνόµενα γραϕήµατα);
Μήκους 5;
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Υπενθύµιση αλγόριθµου για εύρεση
τριγώνου

Έστω το κατευθυνόµενο γράϕηµα G και έστω A ∈ {0, 1}n×n ο πίνακας
γειτνίασης του G. Ας κοιτάξουµε τον A3 τότε

A
3[i, j] =

∨
i′,j′

(A[i, i′] ∧ A[i′, j′] ∧ A[j′, j]) .

Υπάρχει τρίγωνο αν και µόνο αν υπάρχει i ώστε A[i, i] = 1.

Τι µε εµποδίζει αν για k ≥ 4 κοιτάξω τα Ak[i, j]; Βρίσκω περίπατους µήκους
k από το i στο i 6= κύκλους µήκους k.
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Χρωµατική Κωδικοποίηση

Βασική τεχνική στη Θεωρία Αλγορίθµων και Παραµετρικής
Πολυπλοκότητας.

Εϕευρεύθηκε το 1994 από Alon, Yuster, Zwick, µε σκοπό την επίλυση ενός
ανοικτού ερωτήµατος από Παπαδηµητρίου και Γιαννακάκη πάνω στο
πρόβληµα του µονοπατιού µήκους O(log n) σε γράϕηµα µε n κορυϕές.

Ιδέα: Χρωµατίζω στην τύχη το γράϕηµα µου µε k χρώµατα. Λύνω το
προβληµά µου πάνω στις διαϕορετικές χρωµατικές κλάσεις.

Επαναλαµβάνω ‘αρκετές’ ϕορές τον τυχαίο χρωµατισµό.
Ιδιαίτερα ισχυρό σε προβλήµατα µε µονοπάτια, κύκλους, κλπ.
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Τι συµβαίνει αν χρωµατίσω στην τύχη
ένα γράϕηµα µε k χρώµατα;

Έστω P := v1, v2, . . . , vk ένα µονοπάτι µήκους k. Τότε

∀1 ≤ i ≤ k,P {color(vi) = i} = 1
k
,

και

P {∀1 ≤ i ≤ k, color(vi) = i} = 1
kk

Μετά από O(kk) χρωµατισµούς, ένα µονοπάτι µήκους k θα χρωµατιστεί µε
τα χρώµατα 1, 2, . . . , k διαδοχικά. ΄Αρα ;
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Πως εκµεταλλευόµαστε έναν τέτοιο
χρωµατισµό.
Έστω ο πίνακας A`, ο οποίος έχει την εγγραϕή A`[i, j] = 1 αν και µόνο αν
(i, j) ακµή στο γράϕηµα και color(i) = ` και color(j) = `+ 1. Εναλλακτικά, A`
είναι ο πείνακας γειτνίασης ανάµεσα στις χρωµατικές κλάσεις ` και `+ 1.

Ας κοιτάξουµε το γινόµενο Boole

A1 · A2 · . . .Ak−1.

Η εγγραϕή A1 · A2 · . . . · Ak−1[i, j] είναι 1 αν και µόνο αν υπάρχει µονοπάτι µε
αρχή το i, το οποίο είναι στην πρώτη χρωµατική κλάση, και εν συνεχεία
περνάει από την δεύτερη χρωµατική κλάση, µετά από τη τρίτη, και ούτω
καθεξής, εώς ότου καταλήξει στο j.
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Όντως, έχουµε ότι

A1 · A2 · · · . . . · Ak−1[i, j] =
∨

i2,i3,...,ik−1

A1[i, i2] ∧ A2[i2, i3] ∧ . . . ∧ Ak−1[ik−1, j].

Προσέξτε ότι όλοι οι όροι στο από πάνω
∨

είναι πιθανές ακµές ανάµεσα
σε δύο διαδοχικές χρωµατικές κλάσεις.

Έχοντας το παραπάνω γινόµενο, το οποίο µπορεί να υπολογιστεί σε
O(k · nω) χρόνο, απλά για κάθε ακµή (i, j) µε color(i) = 1 και color(j) = k

κοιτάµε αν (A1 · A2 · . . .Ak−1)[i, j] = 1.

Αν ο χρωµατισµός µας χρωµατίζει τον πιθανό κύκλο µήκους k όπως
αναϕέραµε, τότε τελειώσαµε σε O(kk+1 · nω) χρόνο. Για k = O(1), χρόνος
O(nω), όπως ο εντοπισµός τριγώνου!
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Μέχρι στιγµής

Είδαµε ουσιαστικά µια αναγωγή του εντοπισµού κύκλου µήκους k σε
κατευθυνόµενα γραϕήµατα στον πολλαπλασιασµό πινάκων Boole, και άρα
και στον εντοπισµό τριγώνου.

Ερώτηση. Μπορούµε να λύσουµε τον πρόβληµα εντοπισµού κύκλου
µήκους k γρηγορότερα από τον εντοπισµό τριγώνου; Μπορούµε να
δείξουµε κάποια ισοδυναµία·
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Απάντηση στην προηγούµενη ερώτηση

1. Σε κατευθυνόµενους γράϕους, το πρόβληµα είναι τόσο δύσκολο όσο ο
εντοπισµός τριγώνου.

2. Σε µη κατευθυνόµενους γράϕους, όταν το k = O(1) είναι περιττό το
πρόβληµα είναι τόσο δύσκολο όσο ο εντοπισµός τριγώνου.

3. Σε µη κατευθυνόµενους γράϕους, όταν το k = O(1) είναι άρτιο τότε το
πρόβληµα είναι ευκολότερο!

4. Το πρόβληµα εύρεσης του µήκους του ελάχιστου κύκλου είναι
ισοδύναµο µε τον εντοπισµό τριγώνου!
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Θεώρηµα. Για κάθε σταθερά k ≥ 3, αν υπάρχει ένας αλγόριθµος χρόνου
T(n) για εντοπισµού κύκλου µήκους k σε κατεθυνόµενα γραϕήµατα, τότε
υπάρχει ένας αλγόριθµος χρόνου O(T(O(n))) για τον εντοπισµό τριγώνου.

Έστω G = (V1 ∪ V2 ∪ V3, E) ένας τριµερής γράϕος1, µε |V1| = |V2| = |V3| = n,
στον οποίο θέλουµε να βρούµε ένα τρίγωνο. Θα κατασκευάσουµε ένα
γράϕο G′ µε O(kn) κορυϕές.
Θέλουµε να µεταµορϕώσουµε ένα τρίγωνο σε ένα κύκλο, άρα εν αρχή
ϕτιάχνουµε το σύνολο κορυϕών

V
′
1 ∪ V′2 ∪ V′3,1 ∪ . . . V′3,k−2.

1Θυµηθείτε ότι τα προβλήµατα εντοπισµού τριγώνου σε τριµερή και γενικό γράϕο είναι
ισοδύναµα.
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Σύνολο κορυϕών V′1 ∪ V′2 ∪ V′3,1 ∪ . . . V′3,k−2, το οποίο είναι ένα αντίγραϕο του
V1, ένα αντίγραϕο του V2, και k− 2 αντίγραϕα του V3.
• Οι ακµές ανάµεσα στα V′1, V′2 είναι ίδιες µε αυτές ανάµεσα στα V1, V2.

• Βάζουµε ακµές από το V′1 στο V′3,1 αντίστοιχα µε αυτές που είναι από το
V1 στο V3.

• Βάζουµε ακµές από το V′2 στο V′3,k−2 αντίστοιχα µε αυτές που είναι από
το V2 στο V3.

• Για κάθε i ≤ k− 3, και κάθε u ∈ V3,i βάζουµε ακµή από το u στο
αντίστοιχο του στο V3,i+1.

Η αναγωγή είναι άµεση από την κατασκευή.
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Θεώρηµα. Έστω k = O(1) περιττός. Ο εντοπισµός κύκλου µήκους k σε
κατευθυνόµενο γράϕηµα ανάγεται στον εντοπισµό κύκλο µήκους k σε µη
κατευθυνόµενο γράϕηµα.

Ξανά, χρωµατική κωδικοποίηση: χρωµατίζουµε το γράϕηµα µε k χρώµατα,
και έτσι µετά από O(kk) χρωµατισµούς ο επίµαχος κύκλος έχει τα χρώµατα
1, 2, . . . , k.
Αυτό µας δίνει ένα γράϕηµα µε k στρώµατα (ένα για κάθε χρωµατική
κλάση), έτσι ώστε οι ακµές να είναι µόνο µεταξύ διαδοχικών στρωµάτων
και µεταξύ του πρώτου και του τελευταίου στρώµατος. Εν συνεχεία,
Αϕαιρούµε την κατεύθυνση των ακµών, παίρνοντας το G′.

Ισχυρισµός. Ο G έχει κύκλο µήκους k, αν και µόνο αν ο G′ έχει κύκλο
µήκους k.

Λεπτοµερής Πολυπλοκότητα | ΄Αρης Παγουρτζής, Βασίλης Νάκος
Παγε 12/23



Θεώρηµα. Έστω k = O(1) περιττός. Ο εντοπισµός κύκλου µήκους k σε
κατευθυνόµενο γράϕηµα ανάγεται στον εντοπισµό κύκλο µήκους k σε µη
κατευθυνόµενο γράϕηµα.

Ξανά, χρωµατική κωδικοποίηση: χρωµατίζουµε το γράϕηµα µε k χρώµατα,
και έτσι µετά από O(kk) χρωµατισµούς ο επίµαχος κύκλος έχει τα χρώµατα
1, 2, . . . , k.

Αυτό µας δίνει ένα γράϕηµα µε k στρώµατα (ένα για κάθε χρωµατική
κλάση), έτσι ώστε οι ακµές να είναι µόνο µεταξύ διαδοχικών στρωµάτων
και µεταξύ του πρώτου και του τελευταίου στρώµατος. Εν συνεχεία,
Αϕαιρούµε την κατεύθυνση των ακµών, παίρνοντας το G′.

Ισχυρισµός. Ο G έχει κύκλο µήκους k, αν και µόνο αν ο G′ έχει κύκλο
µήκους k.

Λεπτοµερής Πολυπλοκότητα | ΄Αρης Παγουρτζής, Βασίλης Νάκος
Παγε 12/23



Θεώρηµα. Έστω k = O(1) περιττός. Ο εντοπισµός κύκλου µήκους k σε
κατευθυνόµενο γράϕηµα ανάγεται στον εντοπισµό κύκλο µήκους k σε µη
κατευθυνόµενο γράϕηµα.

Ξανά, χρωµατική κωδικοποίηση: χρωµατίζουµε το γράϕηµα µε k χρώµατα,
και έτσι µετά από O(kk) χρωµατισµούς ο επίµαχος κύκλος έχει τα χρώµατα
1, 2, . . . , k.
Αυτό µας δίνει ένα γράϕηµα µε k στρώµατα (ένα για κάθε χρωµατική
κλάση), έτσι ώστε οι ακµές να είναι µόνο µεταξύ διαδοχικών στρωµάτων
και µεταξύ του πρώτου και του τελευταίου στρώµατος.

Εν συνεχεία,
Αϕαιρούµε την κατεύθυνση των ακµών, παίρνοντας το G′.

Ισχυρισµός. Ο G έχει κύκλο µήκους k, αν και µόνο αν ο G′ έχει κύκλο
µήκους k.

Λεπτοµερής Πολυπλοκότητα | ΄Αρης Παγουρτζής, Βασίλης Νάκος
Παγε 12/23



Θεώρηµα. Έστω k = O(1) περιττός. Ο εντοπισµός κύκλου µήκους k σε
κατευθυνόµενο γράϕηµα ανάγεται στον εντοπισµό κύκλο µήκους k σε µη
κατευθυνόµενο γράϕηµα.

Ξανά, χρωµατική κωδικοποίηση: χρωµατίζουµε το γράϕηµα µε k χρώµατα,
και έτσι µετά από O(kk) χρωµατισµούς ο επίµαχος κύκλος έχει τα χρώµατα
1, 2, . . . , k.
Αυτό µας δίνει ένα γράϕηµα µε k στρώµατα (ένα για κάθε χρωµατική
κλάση), έτσι ώστε οι ακµές να είναι µόνο µεταξύ διαδοχικών στρωµάτων
και µεταξύ του πρώτου και του τελευταίου στρώµατος. Εν συνεχεία,
Αϕαιρούµε την κατεύθυνση των ακµών, παίρνοντας το G′.

Ισχυρισµός. Ο G έχει κύκλο µήκους k, αν και µόνο αν ο G′ έχει κύκλο
µήκους k.

Λεπτοµερής Πολυπλοκότητα | ΄Αρης Παγουρτζής, Βασίλης Νάκος
Παγε 12/23



Θεώρηµα. Έστω k = O(1) περιττός. Ο εντοπισµός κύκλου µήκους k σε
κατευθυνόµενο γράϕηµα ανάγεται στον εντοπισµό κύκλο µήκους k σε µη
κατευθυνόµενο γράϕηµα.

Ξανά, χρωµατική κωδικοποίηση: χρωµατίζουµε το γράϕηµα µε k χρώµατα,
και έτσι µετά από O(kk) χρωµατισµούς ο επίµαχος κύκλος έχει τα χρώµατα
1, 2, . . . , k.
Αυτό µας δίνει ένα γράϕηµα µε k στρώµατα (ένα για κάθε χρωµατική
κλάση), έτσι ώστε οι ακµές να είναι µόνο µεταξύ διαδοχικών στρωµάτων
και µεταξύ του πρώτου και του τελευταίου στρώµατος. Εν συνεχεία,
Αϕαιρούµε την κατεύθυνση των ακµών, παίρνοντας το G′.

Ισχυρισµός. Ο G έχει κύκλο µήκους k, αν και µόνο αν ο G′ έχει κύκλο
µήκους k.

Λεπτοµερής Πολυπλοκότητα | ΄Αρης Παγουρτζής, Βασίλης Νάκος
Παγε 12/23



Κατεύθυνση 1. Αν υπάρχει κύκλος µήκους k στο G, τότε υπάρχει και στο G′.

Κατεύθυνση 2. Αν υπάρχει κύκλος µήκους k στο G′, τότε αυτός ο κύκλος
πρέπει να έχει έναν κόµβο σε κάθε µέρος του G′ (χρωµατική
κλάση).Εϕόσον αυτός ο κύκλος περνάει από κάθε στρώµα του G′, µπορεί
να επεκταθεί άµεσα σε έναν κύκλο για το G.

Όντως, αν ένας κύκλος µήκους k δεν περνάει από κάποιο στρώµα Vi στο
G′, τότε θα είχαµε έναν κύκλο περιττού µήκους στο G′ \ Vi, άτοπο γιατί το
G′ \ Vi είναι διµερές.

Να πως χρησιµοποιήσαµε τη γνώση για την περιττότητα του k!
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Αποτυχαιοποίηση της χρωµατικής
κωδικοποίησης
Οι παραπάνω αλγόριθµοι χρησιµοποιούν τυχαιότητα. Μπορούµε να τους
κάνουµε ντετερµινιστικούς;

Θεώρηµα. Υπάρχει µία οικογένεια σύνολο O(2O(k) log |V|) χρωµατισµών,
έτσι ώστε κάθε σύνολο S ⊆ V, |S| = k να παίρνει διαϕορετικό χρώµα. Η
οικογένεια αυτή είναι υπολογίσιµη σε χρόνο O(2O(k) · |V| log |V|).

Οδηγεί και σε ντετερµινιστικούς και σε πιο γρήγορους αλγόριθµους.
Προσοχή: το θεώρηµα δίνει κάτι λιγότερο ισχυρό από αυτό που
χρησιµοποιήσαµε στην ανάλυση των αναγωγών, άρα χρειαζόµαστε
επιπρόσθετη δουλειά.
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Πολυπλοκότητα του κύκλου µήκους k

1. Σε κατευθυνόµενους γράϕους, το πρόβληµα είναι τόσο δύσκολο όσο ο
εντοπισµός τριγώνου.

2. Σε µη κατευθυνόµενους γράϕους, όταν το k είναι περιττό το πρόβληµα
είναι τόσο δύσκολο όσο ο εντοπισµός τριγώνου.

3. Σε µη κατευθυνόµενους γράϕους, όταν το k είναι άρτιο τότε το
πρόβληµα είναι ευκολότερο!
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Ας δούµε συνοπτικά έναν O(n2)
αλγόριθµο για k = 2

1. Αρχικοποιούµε έναν πίνακα T[i, j] στο ∅.

2. Για κάθε κορυϕή u ∈ V, και για κάθε δύο γειτονές της s, t, κοιτάµε αν
T[s, t] 6= ∅.
• Αν ναι, τότε τα u, s, t, T[s, t] σχηµατίζουν κύκλο µήκους 4.
• Αλλιώς, θέτουµε T[s, t] = u.

3. Αν υπάρχει κύκλος µήκους 4, θα τον βρούµε.
4. Χρόνος εκτέλεσης: Κάθε ϕορά που δε βρίσκουµε έναν κύκλο,

αλλάζουµε µία εγγραϕή του T σε µη κενή. Όµως, έχουµε το πολύ O(n2)
εγγραϕές.
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Κύκλος ελάχιστου µήκους

Θεµελιώδες πρόβληµα: Να βρεθεί το µήκος του ελάχιστου κύκλου σε ένα
µη κατευθυνόµενο γράϕηµα G.

Σίγουρα, δε µπορεί να λυθεί σε µικρότερο χρόνο για εντοπισµό τριγώνου.
Αλλά είναι σε χρόνο O(n2 + Ttriangle detection(2n)) χρόνο (Itai, Rodeh`78). ΄Αρα
είναι ισοδύναµο µε τον εντοπισµό τριγώνου!
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Ενδιάµεσο Θεώρηµα. ∆οθέντος G = (V, E) και s ∈ V το οποίο βρίσκεται σε
κύκλο µήκους q, µπορούµε σε χρόνο O(|V|) να βρούµε ένα κύκλο µήκους
≤ q+ 1. Αν ο q είναι άρτιος, τότε ο αλγόριθµος επιστρέϕει έναν κύκλο

µήκους ≤ q.
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Έστω g το ελάχιστο µήκους κύκλου στο γράϕηµα.

Βήµα 1. Τρέχουµε για όλα τα s ∈ V τον προηγούµενο αλγόριθµο, και
βρίσκουµε έναν κύκλο C µήκος ≤ g+ 1. Αν |C| είναι περιττός, τότε |C| = g,
και τελειώσαµε.

Έστω |C| = 2`. Πρέπει να βρούµε αν g = |C| ή g = |C| − 1.

Παρατήρηση. Για κάθε s ∈ V, έχουν υπολογιστεί όλοι οι κόµβοι v σε
απόσταση το πολύ `− 1 από τον s.
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βρίσκουµε έναν κύκλο C µήκος ≤ g+ 1. Αν |C| είναι περιττός, τότε |C| = g,
και τελειώσαµε.

Έστω |C| = 2`. Πρέπει να βρούµε αν g = |C| ή g = |C| − 1.

Παρατήρηση. Για κάθε s ∈ V, έχουν υπολογιστεί όλοι οι κόµβοι v σε
απόσταση το πολύ `− 1 από τον s.
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∆ηµιουργία του γράϕου στον οποίο θα
εντοπίσουµε τρίγωνο.

∆ηµιουργούµε έναν καινούριο γράϕο G′.
1. Αρχικά, ϕτιάχνουµε ένα αντίγραϕο του G.

2. Φτιάχνουµε n κορυϕές v′1, v′2, . . . , v′n, οι οποίες είναι αντίγραϕα των
κορυϕών του G.

3. Βάζουµε ακµή ανάµεσα σε v′
i
και vj αν η απόστασή τους στο G είναι

`− 1.
Κοιτάµε αν υπάρχει τρίγωνο στον G′.
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∆ύο ειδών τρίγωνα µπορούν να υπάρχουν στον G′.
• Το ένα είναι µε κορυϕές µόνο στο G. Τότε ξεκάθαρα g = 3.

• Το άλλο είναι µε µία κορυϕή v′
i
και δύο κορυϕές vj, vk ∈ G. Αυτό

ισοδυναµεί µε κύκλο στο G µήκους
(`− 1) + (`− 1) + 1 = 2`− 1 = |C| − 1, άρα g = |C| − 1.

• Αν υπάρχει κύκλος µήκους |C| − 1 στο G, τότε θα δηµιουργηθεί
τρίγωνο µε κορυϕές κάποια vj, vk, v′i στο G. Έστω vj, vk δύο διαδοχικές
κορυϕές του G.
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Πολυπλοκότητα του κύκλου µήκους k

1. Σε κατευθυνόµενους γράϕους, το πρόβληµα είναι τόσο δύσκολο όσο ο
εντοπισµός τριγώνου.

2. Σε µη κατευθυνόµενους γράϕους, όταν το k είναι περιττό το πρόβληµα
είναι τόσο δύσκολο όσο ο εντοπισµός τριγώνου.

3. Σε µη κατευθυνόµενους γράϕους, όταν το k είναι άρτιο τότε το
πρόβληµα είναι ευκολότερο!
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