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Τη κπνξεί λα κεραλνπνηεζεί θαη κάιηζηα 

απνδνηηθά;

Πνηα πξνβιήκαηα κπνξνχκε λα ιχζνπκε κε 

ππνινγηζηή θαη πφζν θαιά;

Κεντρικό ζήτημα της επιστήμης 

υπολογιστών
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 Θα θχγνπκε πνηέ απφ ην Μλεκφλην;

 Υπάξρεη Θεφο;

 Ζ πξφηαζε «απηή ε πξφηαζε είλαη ςεπδήο» 

είλαη αιεζήο;

 Ο αξηζκφο 243112609 − 1 είλαη πξψηνο;

Ποια ερωτήματα μπορούν να 

απαντηθούν με υπολογιστή;
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Πξνυπνζέζεηο:

 Τα δεδνκέλα εηζφδνπ θαη εμφδνπ κπνξνχλ λα 
θσδηθνπνηεζνχλ κε ζχκβνια

 Υπάξρεη απζηεξά θαζνξηζκέλε ζρέζε κεηαμχ 
ηνπο

Παξάδεηγκα: εχξεζε ΜΚΓ (gcd)

 Δίζνδνο: (65, 26) Έμνδνο: 13

 Δίζνδνο: (91, 33) Έμνδνο: 1

Ποια ερωτήματα μπορούν να 

απαντηθούν με υπολογιστή;
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Τππηθά πεξηγξάθνληαη κε διμελείρ ζσέζειρ
(απεηθνλίζεηο) κεηαμχ ζπκβνινζεηξψλ 

Άιια παξαδείγκαηα:

 Αλαγλψξηζε πξψησλ αξηζκψλ

 243112609 − 1   «λαη»

 129   «φρη»

 Σπληνκφηεξα κνλνπάηηα

 (({a,b},3), ({a,c},2), ({b,d},1), ({c,d},5), 

({c,e},1), ({d,e},1), a, d) 

a b

c

e

d
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2
5

1

1

1

Υπολογιστικά προβλήματα
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Τππηθά πεξηγξάθνληαη κε διμελείρ ζσέζειρ
(απεηθνλίζεηο) κεηαμχ ζπκβνινζεηξψλ. 

Άιια παξαδείγκαηα:

 Αλαγλψξηζε πξψησλ αξηζκψλ

 243112609 − 1   «λαη»

 129   «φρη»

 Σπληνκφηεξα κνλνπάηηα

 (({a,b},3), ({a,c},2), ({b,d},1), ({c,d},5), 

({c,e},1), ({d,e},1), a, d)  (a,c,e,d) ή (a,b,d)

a b

c

e

d

3

2
5

1

1

1

Υπολογιστικά προβλήματα
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Δκθαλίδνληαη ζε:

 Internet (δξνκνιφγεζε, ζπκθφξεζε, ζεσξία 

παηγλίσλ, αλάζεζε πφξσλ, αλαδήηεζε)

 Βηνινγία (αλαδίπισζε πξσηετλψλ, γνληδίσκα, 

εμέιημε)

 Κξππηνγξαθία (αζθάιεηα, κπζηηθφηεηα, 

ειεθηξνληθέο ππνγξαθέο, ςεθνθνξίεο)

 . . . . . . .

Υπολογιστικά προβλήματα (συν.)
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 Gödel (1931), Church(1936), Turing

(1936):  δελ κπνξνχλ λα επηιπζνχλ φια ηα 

ππνινγηζηηθά πξνβιήκαηα κε ππνινγηζηή

 Πξφβιεκα Τεξκαηηζκνχ (Halting Problem)

 Cook (1971), Karp (1972):

απφ απηά πνπ επηιχνληαη, πνιιά δελ κπνξνχλ 

λα επηιπζνχλ θαιά 

 Πξφβιεκα Πεξηνδεχνληνο Πσιεηή (Traveling 

Salesperson Problem, TSP)

Αποτελέσματα - σταθμοί
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Υπολογισιμότητα -

Πολυπλοκότητα

 Υπνινγηζηκφηεηα (Computability): ποιά

ππνινγηζηηθά πξνβιήκαηα κπνξνχκε λα ιχζνπκε;

 Υπνινγηζηηθή πνιππινθφηεηα (Computational 

Complexity): πόζο καλά κπνξνχκε λα ηα ιχζνπκε;

 σο πξνο ην ρξφλν

 σο πξνο ην ρψξν/κλήκε

 σο πξνο ηελ θαηαλάισζε ελέξγεηαο

 σο πξνο bandwidth

 ...
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 Πξφβιεκα Τεξκαηηζκνχ (Halting Problem):

Δίνεηαι ππόγπαμμα και είζοδορ. Σηαμαηάει ηο ππόγπαμμα 

για αςηή ηην είζοδο (ή "ηπέσει" επ' άπειπον);

 Μηα ηζνδχλακε παξαιιαγή είλαη:

Δίνεηαι ππόγπαμμα σωπίρ είζοδο. Σηαμαηάει;

Υπολογισιμότητα: 

το Πρόβλημα Τερματισμού
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Πρόβλημα Τερματισμού: μια ειδική 

περίπτωση

 Έζησ ην πξφγξακκα

while x!=1 do
if (x is even) then x=x/2 else x=3*x+1

 Πξφβιεκα ηνπ Collatz (Ulam): 

Γίλεηαη θπζηθφο αξηζκφο x. Σηακαηάεη ην παξαπάλσ
πξφγξακκα γηα είζνδν x;

 Παξάδεηγκα:  7 -> 22 -> 11 -> 34 -> 17 -> 52 
-> 26 -> 13 -> 40 -> 20 -> 10 -> 5 -> 16 

-> 8 -> 4 -> 2 -> 1
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Πρόβλημα Τερματισμού: μια ειδική 

περίπτωση (συν.)

while x!=1 do
if (x is even) then x=x/2 else x=3*x+1

 Δηθαζία Collatz: ηο ππόγπαμμα ζηαμαηάει για κάθε 
θςζικό απιθμό x.

 Γελ γλσξίδνπκε αλ ηζρχεη ε εηθαζία (αλνηθηφ εξψηεκα) 

νχηε γλσξίδνπκε αλ ην πξφβιεκα Collatz είλαη επηιχζηκν

απφ ππνινγηζηή (αλ δειαδή κπνξεί λα ππάξρεη 

πξφγξακκα πνπ γηα είζνδν x λα απνθαίλεηαη αλ ην 

πξφγξακκα Collatz ζηακαηάεη ή φρη).



13

 Πξφβιεκα Τεξκαηηζκνχ (Halting Problem):

Δίνεηαι ππόγπαμμα και είζοδορ. Σηαμαηάει ηο ππόγπαμμα 

για αςηή ηην είζοδο (ή "ηπέσει" επ' άπειπον);

 Θεώρημα. Τν πξφβιεκα ηεξκαηηζκνχ είλαη κε 

επηιχζηκν. Γειαδή, δελ ππάξρεη πξφγξακκα πνπ λα 

απαληάεη ζε απηή ηελ εξψηεζε.

Πρόβλημα Τερματισμού: μη 

επιλυσιμότητα
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Απφδεημε (α' ηξφπνο, κε δηαγσληνπνίεζε):

 Έζησ κηα απαξίζκεζε ησλ πξνγξακκάησλ Π0, Π1, ...

 Έζησ φηη ππάξρεη πξφγξακκα T, ψζηε γηα θάζε Πj,k,
T(Πj,k) = "yes" αλ Πj(k) ζηακαηάεη, "no" αιιηψο.

 Τφηε ππάξρεη θαη πξφγξακκα D πνπ κε είζνδν 

νπνηνδήπνηε k θάλεη ην αληίζεην απφ ην Πk(k), δει. 

αλ ην Πk(k) ζηακαηάεη ην D(k) "ηξέρεη" επ' άπεηξνλ, θαη 

αλ ην Πk(k) "ηξέρεη" επ' άπεηξνλ ην D(k) ζηακαηάεη:

D(k):    if T(Πk,k)="yes" then loop for ever
else stop

Πρόβλημα Τερματισμού: μη 

επιλυσιμότητα
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Απφδεημε (α' ηξφπνο, ζπλ.): έζησ φηη ην D είλαη ην Πn

Πn(k): if T(Πk,k)="yes" then loop for ever
else stop

 Τη θάλεη ην Πn(n); 

 Αλ T(Πn,n)="yes" (δει. Πn(n) ζηαμαηάει) ηφηε 
Πn(n) ηπέσει επ' άπειπον!

 Αλ T(Πn,n) )="no" (δει. Πn(n) ηπέσει επ' άπειπον)
ηφηε Πn(n) ζηαμαηάει!!

 ΑΤΟΠΟ: ε κφλε ππφζεζε πνπ θάλακε είλαη ε χπαξμε ηνπ 
πξνγξάκκαηνο Τ, άξα ηέηνην πξφγξακκα δελ κπνξεί λα 
ππάξρεη!

Πρόβλημα Τερματισμού: μη 

επιλυσιμότητα
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Απφδεημε (β' ηξφπνο, έκκεζε δηαγσληνπνίεζε):

 Έζησ φηη ππάξρεη πξφγξακκα T, ψζηε γηα θάζε Π,x,
T(Π,x) = "yes" αλ Π(x) ζηακαηάεη, "no" αιιηψο.

 Τφηε ππάξρεη θαη πξφγξακκα D πνπ κε είζνδν 
νπνηνδήπνηε Π θάλεη ην αληίζεην απφ ην Π(Π), δει. αλ ην 
Π(Π) ζηακαηάεη ην D(Π) "ηξέρεη" επ' άπεηξνλ, θαη αλ ην 
Π(Π) "ηξέρεη" επ' άπεηξνλ ην D(Π) ζηακαηάεη:

D(Π): if T(Π,Π)="yes" then loop for ever
else stop

Πρόβλημα Τερματισμού: μη 

επιλυσιμότητα
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Απφδεημε (β' ηξφπνο, ζπλ.): 

D(D): if T(D,D)="yes" then loop for ever
else stop

 Τη θάλεη ην D(D); 

 Αλ Τ(D,D) = "yes" (δει. D(D) ζηαμαηάει) ηφηε 
D(D) ηπέσει επ' άπειπον!

 Αλ Τ(D,D) = "no"  (δει. D(D) ηπέσει επ' άπειπον) ηφηε 
D(D) ζηαμαηάει!!

 ΑΤΟΠΟ: ε κφλε ππφζεζε πνπ θάλακε είλαη ε χπαξμε ηνπ 
πξνγξάκκαηνο Τ, άξα ηέηνην πξφγξακκα δελ κπνξεί λα 
ππάξρεη!

Πρόβλημα Τερματισμού: μη 

επιλυσιμότητα
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Πολυπλοκότητα υπολογιστικών 

προβλημάτων

 Γηα ηα πξνβιήκαηα πνπ επηιχνληαη (solvable, 

computable, decidable) καο ελδηαθέξεη ην πφζν 

θαιά κπνξεί λα γίλεη απηφ, δειαδή πφζν γξήγνξα, 

ή κε πφζε κλήκε, ή κε πφζνπο επεμεξγαζηέο 

(παξαιιειία), ή κε πφζε θαηαλάισζε ελέξγεηαο 

(sensor networks), θ.ιπ.

 Απηφ ιέγεηαη (ππνινγηζηηθή) πνιππινθφηεηα.
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Τι είναι πολυπλοκότητα;

 Τν 101101011101 είλαη πην πνιχπινθν απφ ην 

010101010101

 Τα ζειαζηηθά είλαη πην πνιχπινθα απφ ηνπο 

ηνχο.

 Τν ζθάθη είλαη πην πνιχπινθν απφ ηελ ηξίιηδα.

 Οη επηθαιχςεηο ηνπ Escher είλαη πην πνιχπινθεο 

απφ ηα πιαθάθηα ηνπ κπάληνπ. 

 Οη πξψηνη αξηζκνί είλαη πην πνιχπινθνη απφ 

ηνπο πεξηηηνχο.  
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Τι είναι υπολογιστική 

πολυπλοκότητα;

 Ζ δπζθνιία ηνπ λα ππνινγίζνπκε ηε ιχζε ζε έλα 
πξφβιεκα.

 Δπηπιένλ, έλαο ηξφπνο γηα λα εθθξάζνπκε 
καζεκαηηθά ηε δηαίζζεζή καο φηη νη πξψηνη 
αξηζκνί είλαη πην πνιχπινθνη απφ ηνπο πεξηηηνχο.

 Τν πξφβιεκα «Γίλεηαη x. Δίλαη πξψηνο;» είλαη 
ςπολογιζηικά πην δχζθνιν απφ ην πξφβιεκα 
«Γίλεηαη x. Δίλαη πεξηηηφο;»



Η πρόκληση: σύγχρονα δίκτυα 

και συστήματα

• Πνιχπινθα, πνιιέο (εηεξνγελείο) ζπληζηψζεο πνπ 

αιιειεπηδξνχλ.

• Γηαθίλεζε ηεξάζηηνπ φγθνπ πιεξνθνξίαο.

• Αλάγθε γηα άκεζε επεμεξγαζία δεδνκέλσλ θαη ιήςε 

απνθάζεσλ.

• Αλάγθε γηα ηαρχηαηε επίιπζε ππνινγηζηηθψλ 

πξνβιεκάησλ κεγάιεο θιίκαθαο.
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Καθορισμός πολυπλοκότητας 

υπολογιστικών προβλημάτων

 Αιγφξηζκνη: παξέρνπλ άλσ θξάγκαηα

 ηαμηλφκεζε (κε bubblesort): O(n2)

 Απνδείμεηο δπζθνιίαο: παξέρνπλ θάησ θξάγκαηα

 ηαμηλφκεζε κε ζπγθξίζεηο: Ω(n logn)

 NP-πιεξφηεηα: ηζρπξή έλδεημε απνπζίαο 

απνδνηηθνχ αιγνξίζκνπ

million dollar question!

(Clay Institute

millennium problems)
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Πολυπλοκότητα αλγορίθμου

 Μέηξεζε ηνπ θφζηνπο ηνπ ζαλ ζπλάξηεζε ησλ

ππνινγηζηηθψλ πφξσλ πνπ απαηηνχληαη ζε 

ζρέζε κε ην κέγεζνο ηεο (αλαπαξάζηαζεο ηεο) 

εηζφδνπ:

costA(n) = max {θφζηνο αιγνξ. Α γηα είζνδν x}

γηα φιεο ηηο εηζφδνπο

x κήθνπο n

 Παξάδεηγκα:  time-costMS(n) <= c n logn

(MS = MergeSort, c θάπνηα ζηαζεξά)
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Πολυπλοκότητα αλγορίθμου: 

απλοποιήσεις
 Σπρλά ζεσξνχκε σο κέγεζνο ηεο εηζφδνπ ην πιήζνο ησλ 

δεδνκέλσλ κφλν (αγλνψληαο ην κέγεζφο ηνπο ζε bits). 

Απηφ δελ δεκηνπξγεί πξφβιεκα εθ’φζνλ ν αιγφξηζκνο 

δελ πεξηέρεη πξάμεηο ή δηαδηθαζίεο πνπ λα θνζηίδνπλ 

εκθεηικά σο πξνο ην κέγεζνο ησλ δεδνκέλσλ ζε bits.

 Δπίζεο ζεσξνχκε φηη θάζε ζηνηρεηψδεο αξηζκεηηθή 

πξάμε (πξφζζεζε, πνι/ζκφο, ζχγθξηζε) έρεη θφζηνο 1 

βήκαηνο. Απηφ ιέγεηαη αξηζκεηηθή πνιππινθφηεηα

(arithmetic complexity) θαη είλαη ζπλήζσο αξθεηά αθξηβήο 

κέηξεζε. Ζ αλάιπζε πνιππινθφηεηαο ζε πιήζνο  

πξάμεσλ ςεθίσλ ιέγεηαη bit complexity.
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Πολυπλοκότητα προβλήματος

 Δίλαη ε πνιππινθφηεηα ηνπ βέιηηζηνπ αιγνξίζκνπ πνπ 

ιχλεη ην πξφβιεκα.

costΠ(n) = min {costA(n)}

γηα φινπο ηνπο αιγνξίζκνπο

Α πνπ επηιχνπλ ην Π

 Παξάδεηγκα: time-costSORT(n) <= c n logn [= O(n log n)] 

(SORT = πξφβιεκα ηαμηλφκεζεο)

 Γηα λα δείμνπκε βεληιζηόηηηα αλγοπίθμος ρξεηάδεηαη θαη 

απόδειξη ανηίζηοισος κάηω θπάγμαηορ.
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Πολυπλοκότητα ταξινόμησης: κάτω 

φράγμα

 Δίζνδνο (x1, x2, . . . , xn )

 Αξρηθά n! πεξηπηψζεηο:

x1 < x2 < x3 < . . . < xn

x2 < x1 < x3 <. . . < xn

x3 < x1 < x2 <. . . < xn

. . .

 Σε θάζε ζχγθξηζε ην πιήζνο πεξηπηψζεσλ 

ππνδηπι/ηαη (ζηελ θαιχηεξε πεξίπησζε)

 Πιήζνο ζπγθξίζεσλ: ≥ log(n!) ≥ (n logn)/4

Οπνηνζδήπνηε αιγφξηζκνο ηαμηλφκεζεο n αξηζκψλ 

ρξεηάδεηαη Ω(n logn) ζπγθξίζεηο:
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Πολυπλοκότητα ταξινόμησης: κάτω 

φράγμα xk <? xj

xk < xj xk > xj

……………..……….……. ,

(...,xm ,...,xk ,…, xj ,..., xt,.. ), 
(...,xr ,...,xk ,…, xj ,..., xm,.. ),

……………..……….……. 

……………..……….……. ,

(...,xm ,...,xj ,…, xk ,..., xt,.. ), 
(...,xr ,...,xj ,…, xk ,..., xm,.. ),

……………..……….……. 
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Πολυπλοκότητα ταξινόμησης: κάτω 

φράγμα xk <? xj

xk < xj xk > xj

……………..……….……. ,

(...,xm ,...,xk ,…, xj ,..., xt,.. ), 
(...,xr ,...,xk ,…, xj ,..., xm,.. ),

……………..……….……. 

……………..……….……. ,

(...,xm ,...,xj ,…, xk ,..., xt,.. ), 
(...,xr ,...,xj ,…, xk ,..., xm,.. ),

……………..……….……. 

xk <? xm xk <? xm

xk < xm xk > xm
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Πολυπλοκότητα ταξινόμησης: κάτω 

φράγμα xk <? xj

xk < xj xk > xj

……………..……….……. ,

(...,xm ,...,xk ,…, xj ,..., xt,.. ), 
(...,xr ,...,xk ,…, xj ,..., xm,.. ),

……………..……….……. 

……………..……….……. ,

(...,xm ,...,xj ,…, xk ,..., xt,.. ), 
(...,xr ,...,xj ,…, xk ,..., xm,.. ),

……………..……….……. 

xk <? xm xk <? xm

xk < xm xk > xm

……………..……….……. ,

(...,xm ,...,xk ,…, xj ,..., xt,.. ), 
(...,xr ,...,xk ,…, xj ,..., xm,.. ),

……………..……….……. 

……………..……….……. ,

(...,xm ,...,xk ,…, xj ,..., xt,.. ), 
(...,xr ,...,xk ,…, xj ,..., xm,.. ),

……………..……….……. 
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P =? NP

 Τη είλαη πην εχθνιν; Να βξείηε ηηο ιχζεηο ησλ 

αζθήζεσλ ή λα ηηο αληηγξάςεηε;

 Πφζν πην δχζθνιν είλαη λα βξνχκε θάπνηα ιχζε 

απφ ην λα ηελ επαιεζεχζνπκε;

 Απηφ είλαη νπζηαζηηθά ην P =? NP πξφβιεκα, πνπ 

απνηειεί ην πην ζεκαληηθφ αλνηθηφ πξφβιεκα ηεο 

Θεσξεηηθήο Πιεξνθνξηθήο ζήκεξα. 

Σην http://www.claymath.org πξνζθέξνληαη 1εθ. 

δνιάξηα γηα ηε ιχζε ηνπ !
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Το πρόβλημα του Euler

Γίλεηαη γξάθνο. 

Υπάξρεη ηξφπνο 

λα πεξάζνπκε 

απφ θάζε αθκή κηα 

αθξηβψο θνξά;

Seven Bridges of Königsberg

Source:

http://physics.weber.edu/carroll/honors_images/BarbasiBridges.jpg
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Επίλυση του προβλήματος Euler

 Τν πξφβιεκα ηνπ Euler είλαη επεπίιπην. Ζ 
απάληεζε είλαη ‘λαη’ αλ θαη κφλν αλ

κάθε κόμβορ v έσει άπηιο # γειηόνων

a

b

c

f

d

g

e



34

b

a

c

f

d

g

e

Επίλυση του προβλήματος Euler

 Τν πξφβιεκα ηνπ Euler είλαη επεπίιπην. Ζ 
απάληεζε είλαη ‘λαη’ αλ θαη κφλν αλ

θάζε θφκβνο v έρεη άξηην # γεηηφλσλ
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 Τν πξφβιεκα ηνπ Euler 
είλαη επεπίιπην. 

 Ζ απάληεζε είλαη ‘λαη’ αλλ
θάζε θφκβνο v έρεη 

άξηην # γεηηφλσλ 

 Γηα θάζε γξάθν κε n θφκβνπο αξθνχλ n2

έιεγρνη: ρξφλνο πολςωνςμικόρ σο πξνο ην 
κέγεζνο ηεο εηζφδνπ.

 Τέηνηα πξνβιήκαηα πνπ ε επίιπζή ηνπο 
ρξεηάδεηαη ρξφλν O(n), O(n2), O(n3) … ιέκε 
φηη αλήθνπλ ζηελ θιάζε P (polynomial time). 

a

c

f

d

g

e

Επίλυση του προβλήματος Euler
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Το πρόβλημα του Hamilton

Γίλεηαη γξάθνο. 

Υπάξρεη ηξφπνο 

λα πεξάζνπκε 

απφ θάζε θνξπθή

κηα αθξηβψο 

θνξά;

Source:

http://jwilson.coe.uga.edu/emat6680/yamaguchi/

emat6690/essay1/gt.html
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Το πρόβλημα του Hamilton

Γίλεηαη γξάθνο. 

Υπάξρεη ηξφπνο 

λα πεξάζνπκε 

απφ θάζε θνξπθή

κηα αθξηβψο 

θνξά;

Source:

http://jwilson.coe.uga.edu/emat6680/yamaguchi/

emat6690/essay1/gt.html
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Πολυπλοκότητα προβλήματος 

Hamilton

 Τν πξφβιεκα ηνπ Hamilton είλαη πην δχζθνιν 

(δπζεπίιπην). Γελ γλσξίδνπκε θαλέλαλ γξήγνξν 

αιγφξηζκν γη’ απηφ. Ο θαιχηεξνο γλσζηφο αιγφξηζκνο 

δελ δηαθέξεη νπζηαζηηθά απφ ην λα δνθηκάζνπκε 

φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο, πνπ είλαη πνιινί (n!). Αλ 

φκσο καο πξνηείλνπλ κηα ιχζε, κπνξνχκε λα ηελ 

επαιεζεχζνπκε πνιχ γξήγνξα.

 Τέηνηα πξνβιήκαηα πνπ ε επαιήζεπζε κηαο ιχζεο 

ηνπο (αλ ππάξρεη θαη καο δνζεί) ρξεηάδεηαη ρξφλν 

O(n), O(n2), O(n3), …, ιέκε φηη αλήθνπλ ζηελ θιάζε 

NP (non-deterministic polynomial time).
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NP-πλήρη προβλήματα

 Τν πξφβιεκα ηνπ Hamilton κπνξεί λα έρεη 
γξήγνξν αιγφξηζκν. Γελ πηζηεχνπκε φκσο φηη 
έρεη (θαλείο δελ έρεη βξεη σο ηψξα). Οχηε φκσο 
θαηαθέξακε λα απνδείμνπκε θάηη ηέηνην. 

 Τν κφλν πνπ κπνξνχκε λα δείμνπκε είλαη φηη κηα 
πιεηάδα απφ πξνβιήκαηα πνπ καο ελδηαθέξνπλ 
είλαη ηεο ίδηαο δπζθνιίαο κε απηφ. 

 Τα πξνβιήκαηα πνπ είλαη ην ίδην δχζθνια κε ην 
πξφβιεκα ηνπ Hamilton ηα ιέκε NP-πιήξε (NP-
complete).
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Κλάσεις πολυπλοκότητας

 P (πολσωνσμικός τρόνος): Τν ζχλνιν ησλ 
πξνβιεκάησλ πνπ ιχλνληαη ζε πνιπσλπκηθφ ρξφλν. 
Θεσξνχληαη ηα πξνβιήκαηα πνπ κπνξνχκε λα ιχζνπκε 
ζηελ πξάμε.

 Τν πξφβιεκα ηνπ Euler αλήθεη ζην P

 ΝP (μη ντετερμινιστικός πολσωνσμικός τρόνος): Τν 
ζχλνιν ησλ πξνβιεκάησλ πνπ κπνξνχκε λα 
επαιεζεχζνπκε ηε ιχζε ηνπο (αλ καο δνζεί) ζε 
πνιπσλπκηθφ ρξφλν.

 NP-πλήρη: Τν ππνζχλνιν ησλ πην δχζθνισλ 
πξνβιεκάησλ ηνπ NP – γηα θαλέλα δελ έρεη βξεζεί 
πνιπσλπκηθφο αιγφξηζκνο. Αλ νπνηνδήπνηε απφ απηά 
ηα πξνβιήκαηα αλήθεη ζην P, ηφηε P=NP.

 Τν πξφβιεκα ηνπ Hamilton είλαη NP-πιήξεο.
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P

NP

NP-πιήξε

Ο χάρτης των κλάσεων (μέχρι 

τώρα) 

Ππόβλημα Euler

Ππόβλημα Hamilton
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P

NP

NP-πιήξε

Ο χάρτης των κλάσεων (μέχρι 

τώρα) 

Ππόβλημα Euler

Ππόβλημα Hamilton

Ιζομοπθιζμόρ Γπάθων?
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Γιατί θέλουμε πολυωνυμικό 

χρόνο;

logn n n2 2n

3.322 10 100 1024

6.644 100 10000 1267650600228229401496703205376

9.966 1000 1000000 (1267650600228229401496703205376)10

Ο πςθμόρ αύξηζηρ ηων εκθεηικών ζςναπηήζεων είναι 

απαγοπεςηικόρ για μεγάλα ζηιγμιόηςπα!
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Γιατί θέλουμε πολυωνυμικό 

χρόνο;

logn n n2 2n

3.322 10 100 1024

6.644 100 10000 1267650600228229401496703205376

9.966 1000 1000000 (1267650600228229401496703205376)10

Ο πςθμόρ αύξηζηρ ηων εκθεηικών 

ζςναπηήζεων είναι απαγοπεςηικόρ 

για μεγάλα ζηιγμιόηςπα!
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Αποδείξεις NP-πληρότητας

 Πξφβιεκα Πιαλφδηνπ Πσιεηή 

(Traveling Salesperson Problem, 

TSP)

 Γίλεηαη πιήξεο γξάθνο κε n

θφκβνπο, νη απνζηάζεηο κεηαμχ 

ηνπο d(vi ,vk) θαη έλαο θπζηθφο 

αξηζκφο D. 

 Υπάξρεη δηαδξνκή πνπ λα πεξλάεη 

κία θνξά απφ θάζε θφκβν κε 

ζπλνιηθφ θφζηνο <= D;

http://myprojectsdiary.blogspot.com/2005_03_01_archive.html
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Αποδείξεις NP-πληρότητας: 

αναγωγές

 Γνζέληνο ελφο ζηηγκηνηχπνπ (εηζφδνπ) ηνπ πξνβιήκαηνο 

Hamilton κπνξνχκε λα ην αλαγάγνπκε ζε ζηηγκηφηππν 

ηνπ πξνβιήκαηνο TSP:

 Μεηαηξέπνπκε ηνλ γξάθν ζε πιήξε.

 Σηηο ππάξρνπζεο αθκέο ζέηνπκε απφζηαζε 1, ελψ 

ζηηο λέεο ζέηνπκε απφζηαζε 2. 

 Θέηνπκε D=n.
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Αποδείξεις NP-πληρότητας: 

αναγωγές

 Δίλαη εχθνιν λα δνχκε φηη ε απάληεζε γηα ην αξρηθφ 

ζηηγκηφηππν (ηνπ πξνβιήκαηνο Hamilton) είλαη «λαη», 

δειαδή ππάξρεη θχθινο Hamilton ζηνλ αξρηθφ γξάθν, αν 

και μόνο αν ε απάληεζε γηα ην λέν ζηηγκηφηππν (ηνπ 

πξνβιήκαηνο TSP) είλαη «λαη», δειαδή ππάξρεη θχθινο 

θφζηνπο n ζηνλ λέν γξάθν.

 Δπνκέλσο είλαη κάιινλ απίζαλν ην TSP λα ιχλεηαη ζε 

πνιπσλπκηθφ ρξφλν.
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Άλλα NP-πλήρη προβλήματα

 Ηθαλνπνηεζηκφηεηα (Satisfiability)

 Γίλεηαη πξνηαζηαθφο ηχπνο Boole θ(x1,…,xn). 

Υπάξρεη αλάζεζε αιεζνηηκψλ γηα ηα x1,…,xn πνπ 

λα ηθαλνπνηεί ηελ θ;

 Γηακέξηζε (Partition)

 Γίλνληαη αθέξαηνη a1,…,an. Μπνξνχλ λα ρσξηζηνχλ 

ζε δχν ζχλνια κε ίζα αζξνίζκαηα; 

 Πάξα πνιιά άιια πξνβιήκαηα.
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Άλλα NP-πλήρη προβλήματα

 Partition

 Γίλνληαη αθέξαηνη a1,…,an κπνξνχκε λα ηνπο 

δηακεξίζνπκε ζε δχν ζχλνια ίζνπ αζξνίζκαηνο;

 Παξάδεηγκα [Lance Fortnow, The Golden Ticket: P, 

NP, and the Search for the Impossible, 2013]

14175, 15055, 16616, 17495, 18072, 19390, 19731, 22161, 23320, 

23717, 26343, 28725, 29127, 32257, 40020, 41867, 43155, 46298, 

56734, 57176, 58306, 61848, 65825, 66042, 68634, 69189, 72936, 

74287, 74537, 81942, 82027, 82623, 82802, 82988, 90467, 97042, 

97507, 99564.

 Μπνξείηε λα βξείηε ηε ιχζε;

 Κάζε ζχλνιν ζα πξέπεη λα έρεη άζξνηζκα 1000000
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Ενδιάμεση πολυπλοκότητα;

 Factoring

Γίλεηαη ζχλζεηνο αξηζκφο N, βξείηε ηελ 

παξαγνληνπνίεζή ηνπ:
123018668453011775513049495838496272077285356959533479219732245215172640050726

365751874520219978646938995647494277406384592519255732630345373154826850791702

6122142913461670429214311602221240479274737794080665351419597459856902143413 

=

3347807169895689878604416984821269081770479498371376856891

2431388982883793878002287614711652531743087737814467999489

x

3674604366679959042824463379962795263227915816434308764267

6032283815739666511279233373417143396810270092798736308917
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Ενδιάμεση πολυπλοκότητα;

 Factoring

Γίλεηαη ζχλζεηνο αξηζκφο N, βξείηε ηελ 

παξαγνληνπνίεζή ηνπ.

 Δλψ ην Primality αλήθεη ζηελ θιάζε P, ην

Factoring κάιινλ φρη.

 Δίλαη ζηελ NP (γηαηί;), αιιά κάιινλ φρη NP-

complete.

 Τν θξππηνζχζηεκα RSA, θαη πνιιά άιια 

βαζίδνληαη ζηε δπζθνιία ηνπ Factoring.
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Γιατί ασχολούμαστε με την 

NP-πληρότητα;

 Γιηηψλνπκε ηελ απφιπζε (...ιέκε ηψξα )

 Σηξνθή ζε πην ξεαιηζηηθέο ιχζεηο: εηδηθέο 
πεξηπηψζεηο, πξνζεγγηζηηθή επίιπζε

 Φξήζε πξνο φθειφο καο (θξππηνγξαθία, εθινγέο)

real-college-life.com 
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Κατηγοριοποίηση προβλημάτων

Όια ηα πξνβιήκαηα

Υπνινγίζηκα (επηιχζηκα)

Κιάζε P (επεπίιπηα)

Παξαιιεινπνηήζηκα

Halting Problem

Hamilton, TSP

Euler, Linear 

Programming

Matrix Multiplication

Κιάζε NP

Generalized Chess

Factoring, Graph Isomorphism
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Πώς ξέρουμε ότι δεν κάνουμε 

λάθος; 

0 1 1 0

άπειπη ηαινία

κεθαλή

ζύζηημα

ελέγσος

(εζωηεπική

καηάζηαζη)

......

 Μήπσο ππάξρεη πην «έμππλνο» ηξφπνο 

ππνινγηζκνχ;

 Απζηεξφο νξηζκφο αιγνξίζκσλ κε ρξήζε 

ππνινγηζηηθψλ κνληέισλ: Alan Turing, Alonso 

Church, Stephen Kleene, Emil Post, Andrey 

Markov, θ.ά.

 Τν πιένλ «θπζηθφ» κνληέιν:

Μεραλή Turing.
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Θέση των Church-Turing

Κάθε αλγόπιθμορ μποπεί να πεπιγπαθεί με ηη 

βοήθεια μιαρ μησανήρ Turing

Ηζνδχλακε δηαηχπσζε:

Όλα ηα γνωζηά και άγνωζηα ςπολογιζηικά 

μονηέλα είναι μησανιζηικά ιζοδύναμα

Γειαδή, γηα θάζε δεπγάξη ππνινγηζηηθψλ κνληέισλ, 

κπνξνχκε κε πξφγξακκα (compiler) λα κεηαθξάδνπκε 

αιγνξίζκνπο απφ ην έλα ζην άιιν.
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Είδη πολυπλοκότητας

 Φεηξφηεξεο πεξίπησζεο (worst case): κε απηήλ 

αζρνινχκαζηε ζπλήζσο.

 Μέζεο πεξίπησζεο (average case): κε βάζε 

θαηαλνκή πηζαλφηεηαο ζηηγκηνηχπσλ (instances) 

ηνπ πξνβιήκαηνο. Σπλήζσο δχζθνιν λα νξηζηεί 

ζσζηά.

 Απνζβεηηθή (amortized): εθθξάδεη ηελ κέζε 

απνδνηηθφηεηα ζε κηα ζεηξά επαλαιήςεσλ ηνπ 

αιγνξίζκνπ.
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Πολυπλοκότητα: ανοικτά ερωτήματα

 Δθηφο απφ θάπνηεο εηδηθέο πεξηπηψζεηο, γηα θαλέλα 
πξφβιεκα δελ γλσξίδνπκε πφζν γξήγνξα κπνξεί λα 
ιπζεί.

 Αθφκα θαη γηα ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ αξηζκψλ δελ 
γλσξίδνπκε ηνλ ηαρχηεξν αιγφξηζκν. 

 Ο ζρνιηθφο ηξφπνο πνιιαπιαζηαζκνχ αξηζκψλ κε n 
ςεθία ρξεηάδεηαη O(n2) βήκαηα.

 Με κέζνδν «δηαίξεη θαη θπξίεπε» O(nlog3) ≈ O(n1.58)
βήκαηα αξθνχλ [Karatsuba 1960, απφ ηδέα Gauss].

 Υπάξρνπλ αθφκα θαιχηεξνη αιγφξηζκνη πνπ 
ρξεηάδνληαη πεξίπνπ O(n logn) βήκαηα [Schönhage-
Strassen 1971, Fürer 2007].

 Υπάξρεη αιγφξηζκνο πνπ ρξεηάδεηαη κφλν O(n)
βήκαηα; Απηφ είλαη αλνηθηφ εξψηεκα.


