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Μαθηµατικές Προτάσεις

� (Μαθηµατική) πρόταση: δήλωση που µπορεί να είναι

αληθής ή ψευδής (όχι και τα δύο). 

� Το όνοµά µου είναι ∆ηµήτρης.

� Χθες χιόνισε στην Καστοριά. 

� Ο Σεφέρης τιµήθηκε µε το Νόµπελ Λογοτεχνίας.

� Σήµερα είναι η πρώτη µέρα της άνοιξης. 

� Άλλα όχι:

� Τι ώρα είναι;

� Κάνετε ησυχία παρακαλώ.

� Σχεδόν κάθε µέρα βρέχει (χωρίς το σχεδόν;)
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Προτασιακή Λογική

� Προτάσεις συνδυάζονται λογικά: σύνθετες προτάσεις.
� Αν χιονίσει, θα πάω για σκι ή θα παίξω χιονοπόλεµο.

� Ο ∆ είναι καλός ή ο ∆ δεν είναι καλός. 

� Θα κάνω µάθηµα στις 9 και θα παίζω µπάσκετ στις 10.

� Στοιχειώδεις προτάσεις: προτασιακές µεταβλητές p, q, r.
� Βασικά δοµικά στοιχεία. ∆ιακριτές τιµές Α ή Ψ (1 ή 0). 

� Συνδυασµοί προτάσεων µε (λογικούς) συνδέσµους:
¬ ,  ∧ ,  ∨ ,  ⊕ ,  → ,  ↔ .

� Προτασιακός τύπος:
� Είτε προτασιακή µεταβλητή p, q, r, …

� Είτε (¬φ), (φ ∧ ψ), (φ ∨ ψ), (φ ⊕ ψ), (φ → ψ), (φ ↔ ψ), 

όπου φ, ψ ήδη σχηµατισµένοι προτασιακοί τύποι.

� ∆οµή π.τ. αποτυπώνεται σε δενδροδιάγραµµα.
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Σηµασιολογική Προσέγγιση

� Λογικοί σύνδεσµοι ορίζονται µε πίνακες αλήθειας.

� Αποτίµηση: ανάθεση τιµών αλήθειας στις µεταβλητές ενός π.τ. 

� Από τιµές αλήθειας µεταβλητών, δενδροδιάγραµµα, και πίνακες

αλήθειας λογικών συνδέσµων, υπολογίζουµε τιµή αλήθειας π.τ. 

p q ¬ p p ∧ q p ∨ q p → q p ↔ q p ⊕ q 

Α Α Ψ Α Α Α Α Ψ 

Α Ψ Ψ Ψ Α Ψ Ψ Α 

Ψ Α Α Ψ Α Α Ψ Α 

Ψ Ψ Α Ψ Ψ Α Α Ψ 

 



∆ιακριτά Μαθηµατικά (Άνοιξη 2018) Στοιχεία Προτασιακής Λογικής 5

Λογική Συνεπαγωγή

� Αν αληθεύει το p, τότε αληθεύει το q :

p → q .

� Αν µελετήσεις τουλάχιστον 30 ώρες, 

τότε θα επιτύχεις στις εξετάσεις. 

� Αν είµαι ο Πρόεδρος των ΗΠΑ, 

τότε όλοι βαθµολογείστε µε 10.

� Αν γίνω πρωθυπουργός, 

θα λύσω όλα τα προβλήµατα.

� Όλοι οι φοιτητές εκτός ΣΗΜΜΥ

φορούν µαγιό. 

p q 
p → q 

(≡ ¬ p ∨ q) 

Α Α Α 

Α Ψ Ψ 

Ψ Α Α 

Ψ Ψ Α 
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Σηµασιολογική Προσέγγιση

� Ταυτολογική ισοδυναµία φ ≡ ψ

� Για κάθε αποτίµηση, φ και ψ έχουν ίδια τιµή αλήθειας.

� Π.χ. 

� Ταυτολογία φ: φ πάντα Α (για κάθε αποτίµηση). 

� Αντίφαση φ: φ πάντα Ψ (για κάθε αποτίµηση).

� Αντίφαση φ ανν ¬φ ταυτολογία. 

� Ικανοποιήσιµος φ: φ δεν είναι αντίφαση.  

� Τ = {φ1, ..., φk} ικανοποιήσιµο: φ1 ∧ ... ∧φk ικανοποιήσιµος.

� Υπάρχει αποτίµηση που ικανοποιεί (ταυτόχρονα) όλους

τους τύπους του Τ. 
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Παραδείγµατα

� Νδο

ούτε αντίφαση (άρα ικανοποιήσιµος) ούτε ταυτολογία. 

� Ικανοποιήσιµος φ: p = q = r = Α ή p = q = Α και r = Ψ.

� Όχι ταυτολογία φ: r = Ψ και είτε p = A, q = Ψ είτε p = ψ, q = Α. 

p q r p ∧ q p ∨ q (p ∧ q) → r (p ∨ q) → r φ 

Α Α Α Α Α Α Α Α 

Α A Ψ Α Α Ψ Ψ Α 

Α Ψ Α Ψ Α Α Α Α 

Α Ψ Ψ Ψ Α Α Ψ Ψ 

Ψ Α Α Ψ Α Α Α Α 

Ψ Α Ψ Ψ Α Α Ψ Ψ 

Ψ Ψ Α Ψ Ψ Α Α Α 

Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Α Α Α 
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Παραδείγµατα

� Νδο ταυτολογία.

� Αν p = Α, τότε Α

(αληθές συµπέρασµα).

� Αν p = Ψ, τότε Α

(ψευδής υπόθεση). 

� Νδο ταυτολογία. 

� Κάθε π.τ. µε ίδια συντακτική µορφή φ ∧ (φ → ψ) → ψ

(για κάθε φ, ψ) είναι ταυτολογία!

p q p → q (p → q) → p ((p → q) → p) → p 

Α Α Α Α Α 

Α Ψ Ψ Α Α 

Ψ Α A Ψ Α 

Ψ Ψ A Ψ Α 
 



∆ιακριτά Μαθηµατικά (Άνοιξη 2018) Στοιχεία Προτασιακής Λογικής 9

Ταυτολογική Συνεπαγωγή

� Σύνολο π.τ. Τ συνεπάγεται ταυτολογικά π.τ. φ, Τ |= φ :

� Κάθε αποτίµηση που ικανοποιεί το Τ ικανοποιεί και τον φ.

(φ έπεται αναγκαία από υποθέσεις στο Τ). 

� Τ |= φ ανν Τ ∪ {¬φ} µη ικανοποιήσιµο. 

� ∅ |= φ (ή απλά |= φ ) δηλώνει ότι φ ταυτολογία.

� Αν Τ µη ικανοποιήσιµο, τότε Τ |= φ για κάθε π.τ. φ!
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Παραδείγµατα

� Έστω σύνολο π.τ.

Ποιές από τις παρακάτω αληθεύουν;  
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Παραδείγµατα

� Ποιές ταυτολογικές συνεπαγωγές αληθεύουν:

� Παρατηρήσεις για ταυτολογικές συνεπαγωγές:

� µη ικανοποιήσιµο |= οτιδήποτε

� οτιδήποτε |= ταυτολογία

� ταυτολογία |= µόνο ταυτολογία

� µόνο µη ικανοποιήσιµο |= αντίφαση
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Ιδιότητες Λογικών Συνδέσµων (I)

Αντιµεταθετική 
p ∧ q ≡ q ∧ p 

p ∨ q ≡ q ∨ p 

Προσεταιριστική 
p ∧ (q ∧ r) ≡ (p ∧ q) ∧ r 

p ∨ (q ∨ r) ≡ (p ∨ q) ∨ r 

Επιµεριστική 
p ∧ (q ∨ r) ≡ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) 

p ∨ (q ∧ r) ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) 

∆ιπλή άρνηση ¬ ¬ p ≡ p  

Αντικατάσταση 

συνεπαγωγής 
p → q ≡ ¬p ∨  q 
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Ιδιότητες Λογικών Συνδέσµων (II)

Αποκλεισµός τρίτου p ∨ ¬p ≡ Α 

Αντιθετοαναστροφή p → q ≡ ¬q → ¬p 

Εξαγωγή p ∧ q → r ≡ p → (q → r) 

De Morgan 
¬(p ∧ q) ≡ ¬p ∨ ¬q 

¬(p ∨ q) ≡ ¬p ∧ ¬q 

Άρνηση συνεπαγωγής ¬(p → q) ≡ p ∧ ¬ q  
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Παράδειγµα

� Απλοποίηση προτασιακού τύπου:
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Παράδειγµα

� Ύποπτος δηλώνει: «Λέω την αλήθεια ανν είµαι ένοχος».

� Γνωρίζουµε ότι είτε λέει πάντα αλήθεια είτε πάντα ψέµατα.

� Μπορούµε να αποφανθούµε αν είναι ένοχος;

� p ≡ «λέει αλήθεια»

q ≡ «είναι ένοχος»

� ∆ήλωση: p ↔ q. 

� Πρέπει να αληθεύει ότι: 

p ↔ (p ↔ q)

p q p ↔ q p ↔ (p ↔ q) 

Α Α Α Α 

Α Ψ Ψ Ψ 

Ψ Α Ψ Α 

Ψ Ψ Α Ψ 
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Παράδειγµα

� Ο κόσµος χωρίζεται σε ευγενείς και απατεώνες.

� Ευγενείς: πάντα αλήθεια. Απατεώνες: πάντα ψέµατα.

� Κάποιος δηλώνει: 

«Αν είµαι ευγενής, τότε η σύζυγός µου είναι ευγενής».

� Είναι ευγενής; Η σύζυγός του;

� p ≡ «άνδρας ευγενής»

≡ «άνδρας λέει αλήθεια»

q ≡ «σύζυγος ευγενής»

� ∆ήλωση: p → q. 

� Πρέπει να αληθεύει ότι: 

p ↔ (p → q)

p q p → q p ↔ (p → q) 

Α Α Α Α 

Α Ψ Ψ Ψ 

Ψ Α Α Ψ 

Ψ Ψ Α Ψ 
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Παραδείγµατα

� Συναντάµε 3 ανθρώπους, Α, Β, Γ, και ρωτάµε τον Α αν είναι

ευγενής: 

� Ο Α λέει κάτι, αλλά δεν τον ακούµε. 

� Ο Β πετάγεται και λέει: «Ο Α είπε ότι είναι απατεώνας». 

� Ο Γ λέει: «Μην τον πιστεύεις, ο Β είναι ψεύτης!». 

� Είναι οι δηλώσεις: «το καλό φαγητό δεν είναι φθηνό» και «το

φθηνό φαγητό δεν είναι καλό» ισοδύναµες;

� Ισοδυναµία κ → ¬φ και φ → ¬κ ;

� Είναι το «αυτή η πρόταση είναι ψευδής» µαθ. πρόταση;

� Μπορεί να είναι αληθής; Ψευδής;
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Μαθηµατική Λογική

� Αντικείµενο: θεµελίωση των µαθηµατικών.

� Πότε µια πρόταση ισχύει / µια απόδειξη είναι σωστή;

� Σηµασιολογικά: συµπέρασµα έπεται αναγκαία από υποθέσεις.

� Ενδιαφέρει αλλά δεν ελέγχεται (αποδοτικά).

� Συντακτικά: όταν στην αποδεικτική διαδικασία εφαρµόζουµε σωστά

συγκεκριµένους κανόνες (συντακτικής φύσης). 

� ∆ιατύπωση µε νοηµοσύνη – «µηχανιστικός» έλεγχος. 

� Ζητούµενο ισοδυναµία: σωστές «συντακτικά» αποδείξεις

θεµελιώνουν (όλες και µόνο τις) «σηµασιολογικά» σωστές προτάσεις.

� Εγκυρότητα – Πληρότητα. 
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Συντακτική Προσέγγιση –
Προτασιακός Λογισµός

� Αξιωµατικό Σύστηµα (όχι µοναδικό):

� ΑΣ1:

� ΑΣ2:

� ΑΣ3:

� Αποδεικτικός κανόνας Modus Ponens:

� Ξεκινώντας από αξιώµατα (ή υποθέσεις, ή τυπικά

θεωρήµατα), και µόνο µε συντακτική αντικατάσταση

και MP, αποδεικνύουµε τυπικά θεωρήµατα.

� |– φ : φ είναι τυπικό θεώρηµα.

� Τ |– φ : φ αποδεικνύεται τυπικά από υποθέσεις Τ.
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Τυπικές Αποδείξεις

� Τυπική απόδειξη για |– φ → φ

1. (φ → ((φ → φ) → φ) → ((φ → (φ → φ)) → (φ → φ))

ΑΣ2 µε (φ, φ), (ψ, φ → φ), και (χ, φ)

2. φ → ((φ → φ) → φ) ΑΣ1 µε (φ, φ), (ψ, φ → φ)

3. (φ → (φ → φ)) → (φ → φ) 1, 2, ΜΡ

4. φ → (φ → φ) ΑΣ1 µε (φ, φ), (ψ, φ)

5. φ → φ 3, 4, ΜΡ
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Τυπικές Αποδείξεις

� Τυπική απόδειξη για ¬φ |– (¬ψ → φ) → ψ

1. (¬ψ → ¬φ) → ((¬ψ → φ) → ψ) ΑΣ3 µε (φ, ψ) και (ψ, φ)

2. ¬φ → (¬ψ → ¬φ) ΑΣ1 µε (φ, ¬φ) και (ψ, ¬ψ)

3. ¬φ Υπόθεση

4. ¬ψ → ¬φ 2, 3, ΜΡ

5. (¬ψ → φ) → ψ 1, 4, ΜΡ

� Ποια από τα παρακάτω προκύπτουν άµεσα από αξιώµατα;

� φ → φ

� χ → (χ → χ)

� φ → (ψ → χ)

� (φ → ¬ψ) → ((φ → ψ) → ¬φ)
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Τυπικές Αποδείξεις

� Είναι σωστή τυπική απόδειξη για ψ |– (¬φ → ¬ψ) → φ

1. ψ Υπόθεση

2. ψ → (¬φ → ψ) ΑΣ1 µε (φ, ψ) και (ψ, ¬φ)

3. ¬φ → ψ 2, 1, ΜΡ

4. (¬φ → ψ) → ((¬φ → ¬ψ) → φ)      ΑΣ3 µε (φ, φ) και (ψ, ¬ψ)

5. (¬φ → ¬ψ) → φ 4, 3, ΜΡ

� Το βήµα 4 είναι λάθος!!!
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Τυπικές Αποδείξεις

� Σωστή τυπική απόδειξη για ¬¬ψ |– (¬φ → ¬ψ) → φ

1. ¬¬ψ Υπόθεση

2. ¬¬ψ → (¬φ → ¬¬ψ) ΑΣ1 µε (φ, ¬¬ψ) και (ψ, ¬φ)

3. ¬φ → ¬¬ψ 2, 1, ΜΡ

4. (¬φ → ¬¬ψ) → ((¬φ → ¬ψ) → φ)     ΑΣ3 µε (φ, φ) και (ψ, ¬ψ)

5. (¬φ → ¬ψ) → φ 4, 3, ΜΡ

� Με χρήση του |– ψ → ¬¬ψ µπορούµε να αποδείξουµε

και ότι ψ |– (¬φ → ¬ψ) → φ
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Τυπικές Αποδείξεις

� Θεώρηµα Απαγωγής:

� Θ. Αντιθετοαναστροφής:

� Τυπική απόδειξη για |– φ → ¬¬φ

� Για νδο |– (φ → χ) → ((φ → (χ → ψ)) → (φ → ψ)) ...

� ... αρκεί νδο { φ → χ, φ → (χ → ψ), φ } |– ψ.

1. φ Υπόθεση

2. φ → (χ → ψ) Υπόθεση

3. χ → ψ 2, 1, ΜΡ

4. φ → χ Υπόθεση

5. χ 4, 1 ΜΡ

6. ψ 3, 5, ΜΡ
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Συντακτική vs
Σηµασιολογική Προσέγγιση

� Εγκυρότητα: 

� Πληρότητα: 

Σηµασιολογική Προσέγγιση

– ταυτολογία: |= φ

– ταυτολ. συνεπαγωγή Τ |= φ

– ικανοποιήσιµο Τ

– µη ικανοποιήσιµο Τ

– αν Τ µη ικανοποιήσιµο, 

τότε Τ |= φ, για κάθε φ.

Συντακτική Προσέγγιση

– τυπικό θεώρηµα: |– φ

– απόδειξη µε υποθέσεις Τ |– φ

– συνεπές Τ:

– αντιφατικό Τ:

– αν Τ αντιφατικό, 

τότε Τ |– φ, για κάθε φ.


