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Κατηγορηµατική Λογική

� Προτασιακή Λογική: πλαίσιο διατύπωσης και µελέτης

επιχειρηµάτων για πεπερασµένο πλήθος «λογικών αντικειµένων». 

� «Λογικό αντικείµενο»: παίρνει τιµές αλήθειας, Α ή Ψ. 

� ∆ιαφορετικά, «µη λογικό αντικείµενο», π.χ. αριθµοί, σύνολα, ... 

� Κατηγορηµατική (ή Πρωτοβάθµια) Λογική: πλαίσιο διατύπωσης

και µελέτης επιχειρηµάτων για:

� «Μη λογικά αντικείµενα» (αριθµούς, σύνολα, γραφήµατα). 

� Πράξεις (συναρτήσεις) και σχέσεις (κατηγορήµατα) µεταξύ τους. 

� Άπειρο πλήθος αντικειµένων: ποσοδείκτες.

� «Κάθε φυσικός αριθµός είναι είτε άρτιος είτε περιττός». 

� «Υπάρχει σύνολο που είναι υποσύνολο κάθε συνόλου». 

� Τύποι ΚΛ είναι «λογικά αντικείµενα» που µπορεί να

αφορούν / αναφέρονται σε «µη λογικά αντικείµενα».
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Συντακτικό
Πρωτοβάθµιας Γλώσσας

� «Λογικά Σύµβολα»: έχουν συγκεκριµένη ερµηνεία,

λειτουργούν πάντα µε τον ίδιο τρόπο:

� Λογικοί σύνδεσµοι:  ¬, ∧, ∨, →, ↔

� Ποσοδείκτες: ∀ και ∃

� ∀ (για κάθε): σύζευξη για όλα στοιχεία δοµής (δυνάµει άπειρη). 

� ∃ (υπάρχει): διάζευξη για όλα στοιχεία δοµής (δυνάµει άπειρη). 

� Σηµεία στίξης και παρενθέσεις.
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Συντακτικό
Πρωτοβάθµιας Γλώσσας

� «Μη Λογικά Σύµβολα»: ερµηνεία καθορίζει λειτουργία τους.

� Ορισµός γλώσσας και έλεγχος αλήθειας απαιτούν ερµηνεία τους

(πολυσηµία, εκφραστικότητα!). 

� Μεταβλητές x, y, z, …

� Ερµηνεία καθορίζει πεδίο ορισµού µεταβλητών: σύµπαν.

� Ελεύθερες: τιµή τους καθορίζεται µε αποτίµηση. 

� ∆εσµευµένες: ποσοδείκτες καθορίζουν «συµπεριφορά» τους. 

� Σύµβολα σταθερών c, c1, c2, …

� Αναπαριστούν συµβολικά συγκεκριµένες τιµές σύµπαντος. 

� Ερµηνεία καθορίζει τιµή κάθε συµβόλου σταθεράς. 

� Πρόκειται για 0-θέσια συναρτησιακά σύµβολα. 
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Συντακτικό
Πρωτοβάθµιας Γλώσσας

� «Μη Λογικά Σύµβολα»: ερµηνεία καθορίζει λειτουργία τους.

� Συναρτησιακά σύµβολα f, g, h, …, µε αντίστοιχο πλήθος ορισµάτων. 

� Π.χ. f είναι 2-θέσιο συναρτησιακό σύµβολο. 

� Εκφράζουν «πράξεις» µεταξύ στοιχείων σύµπαντος. 

� Ερµηνεία καθορίζει πεδίο ορισµού, πεδίο τιµών, και λειτουργία.

� Κατηγορηµατικά σύµβολα P, Q, R, …, µε αντίστοιχο πλήθος ορισµάτων.

� Π.χ. Q είναι 2-µελές κατηγορηµατικό σύµβολο. 

� Εκφράζουν «σχέσεις» µεταξύ στοιχείων σύµπαντος. 

� Ερµηνεία καθορίζει πεδίο ορισµού και λειτουργία. 

� Ισότητα = : ελέγχει ταύτιση (λειτουργεί ως κατηγόρηµα),

αλλά έχει δεδοµένη ερµηνεία. 

� Κατηγορηµατικά σύµβολα υλοποιούν «µετάβαση» από

«µη λογικό» σε «λογικό» κόσµο. 

� Q(x, y) δέχεται δύο στοιχεία σύµπαντος (π.χ. αριθµούς), «ελέγχει» αν

σχετίζονται µε συγκεκριµένο τρόπο, και «απαντά» Α ή Ψ.
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∆οµή Τύπων
Πρωτοβάθµιας Γλώσσας: Όροι

� Όροι παίρνουν τιµές στο σύµπαν. 

� Μεταβλητές x, y, z, ... 

� Σταθερές c, c1, c2, ..

� Οτιδήποτε προκύπτει από (σωστή) εφαρµογή συναρτησιακού

συµβόλου σε ήδη σχηµατισµένους όρους. 

� Π.χ. f(x, y), f(g(x), c), g(f(x, g(y)), c ⊕ f(x, y), …

� ∆οµή αναπαρίσταται µε δενδροδιάγραµµα, 

ιδιότητες αποδεικνύονται µε δοµική επαγωγή. 

� Όροι δεν µπορούν να συνδέονται µε λογικούς συνδέσµους!
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∆οµή Τύπων
Πρωτοβάθµιας Γλώσσας: Τύποι

� Ατοµικοί τύποι προκύπτουν εφαρµόζοντας

ισότητα ή κατηγορηµατικό σύµβολο σε όρους.

� Π.χ. x = c, f(x, y) = g(c), Q(x, y), R(f(x, y)), …

� «Λογικές» τιµές Α ή Ψ, βασικά («λογικά») δοµικά στοιχεία τύπων.

� Τύπος: 

� Ατοµικός τύπος (βάση επαγωγικού ορισµού). 

� Εφαρµογή λογικών συνδέσµων σε τύπους φ, ψ: 

¬φ, φ ∨ ψ, φ ∧ ψ, φ → ψ, φ ↔ ψ.

� Εφαρµογή ποσοδεικτών σε τύπο φ: ∃xφ, ∀xφ. 

� ∆οµή αναπαρίσταται µε δενδροδιάγραµµα, 

ιδιότητες αποδεικνύονται µε µαθηµατική επαγωγή. 

� Τύποι: τιµή Α ή Ψ. Όροι: τιµές στο σύµπαν. 
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∆οµή Τύπων
Πρωτοβάθµιας Γλώσσας
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Παράδειγµα

� Ποια από τα παρακάτω είναι όροι ή τύποι (ή συντακτικό λάθος);

� Q(f(c, y), P(x)) g(Q(c, y), P(y)) 

� Q(f(c, y), P(x)) g(Q(c, y), P(y))

� ∀x P(g(x)) ∀x g(P(x)) 

� ∀x P(g(x)) (τ) ∀x g(P(x))

� x = y ∨ c x = f(y, c)

� x = y ∨∨∨∨ c x = f(y, c) (ατ)

� ∀x P(P(x)) ∃x Q(x, c1)

� ∀x P(P(x)) ∃x Q(x, c1) (τ)

� ∃x (P(x) ∨ ¬∀x P(x, x)) ∃x(x = y ∧ Q(x, y))

� ∃x (P(x) ∨ ¬∀x P(x, x)) ∃x(x = y ∧ Q(x, y)) (τ)
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Παράδειγµα

� Ποια από τα παρακάτω είναι όροι ή τύποι (ή συντακτικό λάθος);

� P(x) ∨ g(x) ∀y ∃x (Q(x, g(y)) ∨ P(g(x)))

� P(x) ∨ g(x) ∀y ∃x (Q(x, g(y)) ∨ P(g(x))) (τ)

� ∃x Q(x, c) ∀∃x Q(x, y)

� ∃x Q(x, c) (τ) ∀∃∀∃∀∃∀∃x Q(x, y)

� x + y = x ∗ y (3 + 1) + 10

� x + y = x ∗ y (ατ) (3 + 1) + 10 (ορ)

� ∀x ∃y (x + y = x ∗ y) ∀x ∃y (P(x) ∨ (Q(x, y) → ¬P(x)))

� ∀x ∃y (x + y = x ∗ y) (τ) ∀x ∃y (P(x) ∨ (Q(x, y) → ¬P(x))) (τ)
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Ελεύθερες και
∆εσµευµένες Μεταβλητές

� ∆εσµευµένη εµφάνιση µεταβλητής: εµπίπτει σε

πεδίο εφαρµογής ποσοδείκτη.

� Ποσοδείκτης καθορίζει πως αποτιµάται η µεταβλητή.

� ∀ (∃): σύζευξη (διάζευξη) για όλες τιµές σύµπαντος. 

� ∆εσµευµένες εµφανίσεις µεταβλητής x που εµπίπτουν στον ίδιο

ποσοδείκτη: «ίδια» δεσµευµένη µεταβλητή. 

� ∆εσµευµένες εµφανίσεις µεταβλητής x που εµπίπτουν σε

διαφορετικό ποσοδείκτη: «διαφορετικές» δεσµευµένες µεταβλητές. 

� Ελεύθερη εµφάνιση µεταβλητής: δεν εµπίπτει σε πεδίο

εφαρµογής κάποιου ποσοδείκτη.

� Μπορεί να έχει οποιαδήποτε τιµή, η οποία καθορίζεται από αποτίµηση.

� Όλες οι ελεύθερες εµφανίσεις µεταβλητής x: «ίδια» µεταβλητή. 

� ∃x(P(x) ∧ Q(x, y)) ∧ P(y)  και ∃xP(x) ∧ ∃xQ(x, y) ∧ P(y)
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Ελεύθερες και
∆εσµευµένες Μεταβλητές

� Ελεύθερη µεταβλητή αν εµφανίζεται ελεύθερη (τουλ. µία φορά), 

διαφορετικά δεσµευµένη. 

� Πρόταση: τύπος χωρίς ελεύθερες µεταβλητές. 

Τιµή αλήθειας πρόταση δεν εξαρτάται από αποτίµηση. 
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Ελεύθερες και
∆εσµευµένες Μεταβλητές

� Ποιές εµφανίσεις µεταβλητών είναι ελεύθερες και

ποιές δεσµευµένες;

� ∀y∃x(P(x, f(y)) ∨ Q(x)) ∀x∃y(Q(x) ∨ P(x, y)) → ¬Q(x)

� ∀y∃x(P(x, f(y)) ∨ Q(x)) ∀x∃y(Q(x) ∨ P(x, y)) → ¬Q(x)

� ∀xP(x, y) → ∀zP(z, x) Q(z) → ¬∀x∀yP(x, y)

� ∀xP(x, y) → ∀zP(z, x) Q(z) → ¬∀x∀yP(x, y)

� ∀xQ(x) → ∀yP(x, y) ∀x∀y∀z(x > y  ∧ y > z) → ∃w(x > w)

� ∀xQ(x) → ∀yP(x, y) ∀x∀y∀z(x > y ∧ y > z) → ∃w(x > w)

� y + x = x + y ∃y(x + x = x ∗ y)

� y + x = x + y ∃y(x + x = x ∗ y)

� Μετονοµασία όλων εµφανίσεων της «ίδιας» µεταβλητής διατηρεί
απαράλλακτο τον τύπο: αλφαβητική παραλλαγή.
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Ελεύθερες και
∆εσµευµένες Μεταβλητές

� Ελεύθερη µεταβλητή αν εµφανίζεται ελεύθερη (τουλ. µία φορά), 

διαφορετικά δεσµευµένη. 

� Πρόταση: τύπος χωρίς ελεύθερες µεταβλητές. 

Τιµή αλήθειας πρόταση δεν εξαρτάται από αποτίµηση. 

� Ελεύθερες µεταβλητές χρειάζονται «αρχικοποίηση».

� Όλες οι ελεύθερες εµφανίσεις µιας µεταβλητής «αρχικοποιούνται»

στην ίδια τιµή (αυτή που καθορίζεται από αποτίµηση). 

� ∆εσµευµένες εµφανίσεις µεταβλητών δεν χρειάζονται

«αρχικοποίηση».

� Ποσοδείκτης που τις δεσµεύει καθορίζει αποτίµηση. 

� Μεταβλητές που δεσµεύονται από διαφορετικούς ποσοδείκτες είναι

«διαφορετικές» (ακόµη και αν έχουν το ίδιο όνοµα). 



∆ιακριτά Μαθηµατικά (Άνοιξη 2018) Στοιχεία Κατηγορηµατικής Λογικής 15

Ερµηνεία (ή ∆οµή)

� Ορισµός Πρωτοβάθµιας Γλώσσας απαιτεί ερµηνεία

«µη λογικών» συµβόλων.

� Ερµηνεία (ή δοµή) A καθορίζει:  

� Σύµπαν |Α|: πεδίο ορισµού σταθερών, µεταβλητών, συναρτήσεων, 

και κατηγορηµάτων.

� |Α| είναι το σύνολο αντικειµένων στα οποία αναφερόµαστε. 

� Ορισµός συναρτησιακών συµβόλων: «πράξη» που αντιστοιχούν.

� Τι «επιστρέφει» κάθε συναρτησιακό σύµβολο.  

� Ορισµός κατηγορηµατικών συµβόλων: «σχέση» που αντιστοιχούν.

� Πότε κατηγορηµατικό σύµβολο «επιστρέφει» Α και πότε Ψ. 

� Ορισµός τιµής για κάθε σύµβολο σταθεράς.
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Παραδείγµατα Ερµηνείας

� Γλώσσα Θεωρίας Αριθµών: 

� Σύµπαν Ν (φυσικοί αριθµοί) 

� Σταθερά 0 (αποτ. στο 0), συναρτησιακά ⊕⊕⊕⊕ (πρόσθεση),

⊗⊗⊗⊗ (πολλαπλασιασµός), και ’ (επόµενος φυσικός),

� κατηγορηµατικό < (αντ. σε σχέση x < y).

� Γλώσσα Θεωρίας Συνόλων: 

� Σύµπαν δυναµοσύνολο συνόλου U (ή σύνολο µε στοιχεία σύνολα) 

� Σταθερά ∅∅∅∅ (αποτ. στο ∅), 

� κατηγορηµατικό ⊆⊆⊆⊆ (αντ. σε σχέση x ⊆ y).
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Εναλλαγή Ποσοδεικτών

P(x, y): ο x θαυµάζει τον y

όλοι θαυµάζουν κάποιον
(όχι αναγκαία όλοι τον ίδιο, 
µπορεί τον εαυτό τους). 

όλοι θαυµάζονται από κάποιον
(όχι αναγκαία όλοι από τον
ίδιο, µπορεί από εαυτό τους). 

όλοι θαυµάζουν τους πάντες
(και τον εαυτό τους). 

υπάρχει ζευγάρι (όχι αναγκαία
διαφορετικών) που ο ένας
θαυµάζει τον άλλο. 

υπάρχει κάποιος που τους
θαυµάζει όλους (και εαυτό του).

υπάρχει κάποιος που τον
θαυµάζουν όλοι (και εαυτός του).

P(x, y): x ≤ y

κάθε αριθµός έχει κάποιον
µεγαλύτερο ή ίσο του.

κάθε αριθµός έχει κάποιον
µικρότερο ή ίσο του.

για κάθε ζευγάρι αριθµών, ο
ένας είναι µικρότερος ή ίσος
του άλλου.  

υπάρχουν αριθµοί που ο ένας
είναι µικρότερος ή ίσος του
άλλου.  

υπάρχει αριθµός µικρότερος
ή ίσος όλων (κάτω φράγµα).

υπάρχει αριθµός µεγαλύτερος
ή ίσος όλων (άνω φράγµα)
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Παραδείγµατα

� ∆εδοµένης ερµηνείας (π.χ. φυσικοί αριθµοί, σύνολα, γραφήµατα), 

διατύπωση προτάσεων – ιδιοτήτων σε πρωτοβάθµια γλώσσα. 

� Όλοι οι άνθρωποι θαυµάζουν

κάποιον άλλο.

� Υπάρχει κάποιος που δεν

θαυµάζει κανέναν άλλο.

� Υπάρχει κάποιος που θαυµάζει

τον εαυτό του και µόνον αυτόν. 

� Όλοι θαυµάζονται από κάποιον άλλο.

� Υπάρχει κάποιος που θαυµάζει

όλους τους άλλους.

� Υπάρχει κάποιος που δεν θαυµάζει κανέναν. 

� ∆εν υπάρχει κανένας άνθρωπος που

να τον θαυµάζουν όλοι οι άλλοι. 

Νόµοι Άρνησης Ποσοδεικτών:
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Παραδείγµατα

� Απλές γλωσσικές δοµές συνήθως επαρκούν.

� Κάθε αντικείµενο µε ιδιότητα P 

έχει ιδιότητα Q.

� Ο επόµενος κάθε περιττού αριθµού είναι άρτιος.

� Κάθε πολλαπλάσιο του 4 είναι άρτιος.

� Υπάρχει αντικείµενο µε ιδιότητα P 

και ιδιότητα Q

� ∆εν είναι όλοι οι άρτιοι

πολλαπλάσια του 4. 
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Παραδείγµατα

� Υπάρχει µοναδικό αντικείµενο

µε ιδιότητα Ρ. 

� Υπάρχει µέγιστο (ελάχιστο) 

στοιχείο µε ιδιότητα Ρ.

� Υπάρχει µοναδικός φυσικός που

είναι µικρότερος του 1.
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Παραδείγµατα: Αριθµοί

� Το άθροισµα δύο περιττών

είναι άρτιος.

� Ο x διαιρεί ακριβώς τον y: 

� O x είναι µικρότερος ή ίσος του y:

� Ο x είναι πρώτος αριθµός: 
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Παραδείγµατα: Αριθµοί

� Κάθε άρτιος µεγαλύτερος του 4 γράφεται ως άθροισµα

δύο περιττών πρώτων αριθµών (εικασία του Goldbach).

� Για κάθε φυσικό αριθµό (έστω n), υπάρχει άλλος (έστω m) που

είναι ο µέγιστος µεταξύ εκείνων που το διπλάσιό τους δεν ξεπερνά

τον αρχικό (δηλ. το n). 
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Παραδείγµατα: Σύνολα

� Ερµηνεία µε σύµπαν δυναµοσύνολο πεπερασµένου συνόλου S,

2-µελές κατηγορηµατικό σύµβολο Q µε ερµηνεία Q(x, y)  ≡ x ⊆ y,

και σταθερά c που ερµηνεύεται ως το κενό σύνολο (∅).

� Υπάρχει σύνολο που περιέχει (ως υποσύνολα) κάθε σύνολο.

� Το κενό σύνολο έχει µόνο ένα

υποσύνολο, τον εαυτό του.

� Για κάθε ζευγάρι συνόλων υπάρχει κοινό υποσύνολο που είναι το

µεγαλύτερο δυνατό (τοµή συνόλων).

� Για κάθε ζευγάρι συνόλων υπάρχει κοινό υπερσύνολο που είναι το

ελάχιστο δυνατό (ένωση συνόλων).
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Προτάσεις και Κατηγορήµατα

� Τύπος φ(x) µε ελεύθερη µεταβλητή x ορίζει σύνολο

Αφ = { α ∈ |Α|: φ(α) αληθεύει στην Α }

� φ(x): ιδιότητα στοιχείων της δοµής (όπως κατηγορήµατα). 

� Πρόταση ψ: ιδιότητα της ίδιας της δοµής.

� Να ορίσετε έτσι τα {0} και {1} (χωρίς σταθερά 0, συνάρτηση ’).

� x είναι ουδέτερο στοιχείο της πρόσθεσης: ∀y(x + y = y).

� Η δοµή έχει ουδέτερο στοιχείο για την πρόσθεση: ∃x∀y(x + y = y).

� x είναι ουδέτερο στοιχείο του πολ/µού: ∀y(x × y = y).

� Η δοµή έχει ουδέτερο στοιχείο για τον πολ/µό: ∃x∀y(x × y = y).
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Σηµασιολογική Προσέγγιση

� Α |= φ[v] : στην ερµηνεία Α, η αποτίµηση v επαληθεύει

(ή ικανοποιεί) τον φ.

� Αποτίµηση v καθορίζει τιµές ελεύθερων µεταβλητών του φ και µόνο. 

� Α |= φ : ο φ ικανοποιείται από κάθε αποτίµηση στην ερµηνεία Α. 

� Ο φ αληθής στην Α ή η ερµηνεία Α αποτελεί µοντέλο για τον φ.

� |= φ : ο φ ικανοποιείται σε κάθε ερµηνεία.

� Ο φ είναι (λογικά) έγκυρος (αντίστοιχο ταυτολογίας).

� Ταυτολογίες «δίνουν» λογικά έγκυρους τύπους µε συντακτική

αντικατάσταση. 

� Εγκυρότητα / ικανοποιησιµότητα / αλήθεια φ ελέγχεται µε

εφαρµογή του ορισµού αλήθειας του Tarski.
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Ορισµός Tarski

� Ερµηνεύει λογικούς συνδέσµους και ποσοδείκτες. 

� Ορίζει ότι ένας τύπος φ αληθεύει (σε µια ερµηνεία Α, για µια

αποτίµηση v) ανν το νόηµα του εκφράζει µια αλήθεια στην Α. 

� Η έννοια Α |= φ[v] ορίζεται αναδροµικά ως εξής:

� Α |= (x = y)[v] ανν ( v(x) = v(y) ).

� A |= Q(x1, …, xn)[v] ανν ( (v(x1), …, v(xn)) ∈ QA ).

� A |= ¬ψ[v] ανν ( δεν ισχύει ότι A |= ψ[v] ). 

� A |= (ψ ∧ χ)[v] ανν ( A |= ψ[v] και A |= χ[v] ).

� A |= (ψ ∨ χ)[v] ανν ( A |= ψ[v] ή A |= χ[v] ).

� A |= (ψ → χ)[v] ανν ( όταν A |= ψ[v], τότε A |= χ[v] ).

� A |= (ψ ↔ χ)[v] ανν ( A |= ψ[v] ανν A |= χ[v] ). 

� A |= ∀xψ[v] ανν ( για κάθε α ∈ |Α|, Α |= ψ[v(x|α)] ).

� A |= ∃xψ[v] ανν ( υπάρχει α ∈ |Α| τέτοιο ώστε Α |= ψ[v(x|α)] ).
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Παραδείγµατα

� ∆εν ακολουθούµε τον φορµαλισµό του ορισµού Tarski, 

αλλά την ουσία του.

� Ελέγχουµε αν πρόταση αληθεύει σε συγκεκριµένη ερµηνεία.

� Απλά «αποκωδικοποιούµε» την πρόταση (στην συγκεκριµένη

ερµηνεία) και εξηγούµε πειστικά αν αληθεύει ή όχι. 

� Αληθεύουν οι παρακάτω προτάσεις στη δοµή των φυσικών

για c = 0 και P(x, y) ≡ x ≤ y; Στην δοµή των ακεραίων;

� (α) αληθεύει σε φυσικούς και ακέραιους, (β) µόνο σε φυσικούς.
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Λογική Εγκυρότητα

� Να εξετάσετε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι λογικά έγκυρες:

� Ότι µια πρόταση δεν είναι λογικά έγκυρη αποδεικνύεται µε

«αντιπαράδειγµα» (ερµηνεία που δεν την ικανοποιεί):

� Για την (i), φυσικοί αριθµοί, P(x) δηλώνει ότι x άρτιος, 

Q(x) δηλώνει ότι x περιττός. 

� Λογική εγκυρότητα αποδεικνύεται µε εφαρµογή ορισµού Tarski.

� Για αυθαίρετη ερµηνεία Α, πρόταση (ii) δηλώνει ότι: 

αν για κάθε στοιχείο α ∈ |Α|, Α |= P(α) και Α |= Q(α), 

τότε για κάθε στοιχείο α ∈ |Α|, Α |= P(α) ή Α |= Q(α).

� Αυτό αληθεύει για κάθε δοµή Α. 
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Λογική Εγκυρότητα

� Νδο |= ∃x∀yP(x, y) → ∀y∃xP(x, y)

� Έστω αυθαίρετη δοµή Α. Α |= ∃x∀yP(x, y) → ∀y∃xP(x, y) ...

� ανν όταν (i) υπάρχει α∈|A| τ.ω. για κάθε β∈|A|, Α |= Ρ(α, β), 

τότε (ii) για κάθε γ∈|A|, υπάρχει δ∈|A| τ.ω. Α |= Ρ(δ, γ).

� Ισχύει, αφού για κάθε γ∈|A|, Α |= Ρ(α, γ) λόγω υπόθεσης. 
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Λογική Εγκυρότητα

� Νδο |= ∃x(P(x) → Q(x)) → (∀xP(x) → ∃xQ(x))

� Θεωρούµε αυθαίρετη δοµή Α. Πρέπει νδο: 

� Αν (i) υπάρχει α∈|Α|: Α |= P(α) → Q(α),

τότε (ii) αν για κάθε β∈|Α|, Α |= Ρ(β),

τότε (iii) υπάρχει γ∈|Α|: Α |= Q(γ).

� Αρκεί νδο αν ισχύουν τα (i) και (ii), τότε ισχύει και το (iii). 

� Λόγω (i): υπάρχει α∈|Α|: Α |= P(α) → Q(α).

� Λόγω (ii): A |= P(α).

� Άρα Α |= Q(α).

� Συνεπώς, αν ισχύουν τα (i) και (ii), υπάρχει στοιχείο

του |Α| για το οποίο αληθεύει το Q στην ερµηνεία Α.
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Λογική Συνεπαγωγή

� Έστω οι τύποι (1) ∀x(f(x) = x ↔ Q(x)), και

(2) ∀x(f(x) = x) ↔ ∀xQ(x).

(α) Να βρείτε ποιος τύπος συνεπάγεται λογικά τον άλλο, και

(β) νδο οι τύποι δεν είναι λογικά ισοδύναµοι.

� Θδο (1) |= (2) (αλλά όχι το αντίστροφο). 

� Έστω αυθαίρετη ερµηνεία Α. Από ορισµό Tarksi, αρκεί νδο:

� Αν (i) για κάθε α ∈ |A|, A |= f(α) = α ανν A |= Q(α),

τότε (ii.1) για κάθε β ∈ |A|, A |= f(β) = β ανν

(ii.2) για κάθε γ ∈ |A|, A |= Q(γ).

� ∆ιακρίνουµε 2 περιπτώσεις: 

� Ισχύει (ii.2), δηλ. για κάθε γ ∈|A|, Α |= Q(γ) ανν, 

λογω (i), για κάθε β ∈|A|, Α |= f(β) = β, ανν ισχύει (ii.1). 

� ∆εν ισχύει (ii.2), δηλ. υπάρχει δ ∈|A|, Α |= ¬Q(δ), ανν, 

λόγω (i), υπάρχει δ ∈|A|, Α |= f(δ) ≠ δ, ανν δεν ισχύει (ii.2). 
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Λογική Συνεπαγωγή

� Έστω οι τύποι (1) ∀x(f(x) = x ↔ Q(x)), και

(2) ∀x(f(x) = x) ↔ ∀xQ(x).

(α) Να βρείτε ποιος τύπος συνεπάγεται λογικά τον άλλο, και

(β) νδο οι τύποι δεν είναι λογικά ισοδύναµοι.

� Ερµηνεία Α που επαληθεύει τον (2) αλλά όχι τον (1).

� |Α| = {α, β}, f(α) = α, f(β) = α, και Q(α) Ψ, Q(β) Α. 

� Α µοντέλο για τον (2): 

� Α |= ¬∀x(f(x) = x) και Α |= ¬∀xQ(x)

� A όχι µοντέλο για τον (1):

� Υπάρχει στοιχείο του |Α|, το α, για το οποίο

f(α) = α αλλά Q(α) δεν αληθεύει.
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Κανονική Ποσοδεικτική Μορφή

� Για κάθε τύπο φ, µπορούµε να βρούµε λογικά

ισοδύναµο τύπο

όπου Qi ποσοδείκτες και φ’(x1, …, xn) ανοικτός τύπος.

� φ* αποτελεί Κανονική Ποσοδεικτική Μορφή (ΚΠΜ) φ. 

� Για υπολογισµό ΚΠΜ, χρησιµοποιούµε:

� Νόµους µετακίνησης

ποσοδεικτών (µόνο

αν x δεν εµφανίζεται

ελεύθερη στον φ):

� Νόµους άρνησης

ποσοδεικτών:

� Νόµους κατανοµής

ποσοδεικτών:
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Κανονική Ποσοδεικτική Μορφή

� Να βρείτε µια ΚΠΜ του τύπου


