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Συνδυαστική Απαρίθµηση

� Υπολογισµός (µε συνδυαστικά επιχειρήµατα) του πλήθους των

διαφορετικών αποτελεσµάτων ενός «πειράµατος».

� «Πείραµα»: διαδικασία µε συγκεκριµένο (πεπερασµένο) σύνολο

παρατηρήσιµων αποτελεσµάτων. 

� Π.χ. ρίψη ζαριών, µοίρασµα τράπουλας, ανάθεση γραφείων, 

επιλογή password, 6άδες Lotto, …

� Πληθάριθµος δυναµοσυνόλου: αν |Α| = n, τότε |P(A)| = 2n

� Βασικές αρχές και έννοιες:

� Κανόνες γινοµένου και αθροίσµατος, αρχή εγκλεισµού – αποκλεισµού.

� ∆ιατάξεις και µεταθέσεις (µε ή χωρίς) επανάληψη. 

� Συνδυασµοί (µε ή χωρίς) επανάληψη. 
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Κανόνας Γινοµένου

� Πείραµα Α µε n αποτελέσµατα. Πείραµα Β µε m αποτελέσµατα.

� Αν αποτελέσµατα Α και Β είναι ανεξάρτητα, τότε συνδυασµός

των πειραµάτων Α και Β έχει n×m αποτελέσµατα.

� Ανεξάρτητα: το αποτέλεσµα του Α δεν επηρεάζει (ως προς τον

αριθµό των αποτελεσµάτων) το αποτέλεσµα του Β, και αντίστροφα. 

� Π.χ. |Α×Β| = |Α|×|Β|

� Επιλογή ενός ψηφίου 0-9 και ενός κεφαλαίου Ελληνικού γράµµατος:

� 10×24 = 240 διαφορετικά αποτελέσµατα. 

� #συµβ/ρών (µε κεφαλαία Ελληνικά) µήκους 10:

� #παλινδροµικών συµβ/ρών µήκους 10:

� #συναρτήσεων από Α στο Β (|A| = n, |B| = m):

� #συναρτήσεων 1-1 από Α στο Β (m ≥ n):
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Κανόνας Αθροίσµατος

� Πείραµα Α µε n αποτελέσµατα. Πείραµα Β µε m αποτελέσµατα.

� Αν αποτελέσµατα Α και Β είναι αµοιβαία αποκλειόµενα, τότε

συνδυασµός των πειραµάτων Α ή Β έχει n+m αποτελέσµατα.

� Αµοιβαία αποκλειόµενα: η παρατήρηση αποτελέσµατος του Α

αποκλείει την παρατήρηση αποτελέσµατος του Β, και αντίστροφα. 

� |Α∪Β| = |Α|+|Β|, αν |Α ∩ Β| = ∅

� Αρχή εγκλεισµού – αποκλεισµού: |Α∪Β| = |Α|+|Β|-|Α ∩ Β| 

� 5 Ελληνικά, 7 Αγγλικά, και 10 Γερµανικά βιβλία.

� Τρόποι να διαλέξουµε 2 βιβλία σε διαφορετική γλώσσα:

� Ελλ. – Αγγλ.: 5×7 = 35

� Ελλ. – Γερµ.:  5×10 = 50

� Αγγλ. – Γερµ.: 7×10 = 70

� Αµοιβαία αποκλειόµενα. Σύνολο: 155 διαφορετικές επιλογές. 

� Τρόποι να διαλέξουµε 2 βιβλία:
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Παραδείγµατα

� #passwords µε 6 – 8 χαρακτήρες αποτελούµενα από κεφαλαία

(Αγγλικά) γράµµατα και (τουλάχιστον ένα) δεκαδικό ψηφίο.

� #passwords µήκους k = 36k – 26k

� #passwords = (366+367+368) - (266+267+268)

� #passwords µήκους 2 από Α, Β, C, D και 0, 1, 2 µε

τουλάχιστον ένα ψηφίο. 

� Σωστό το 72 – 42 = 33. Λάθος το (γιατί;) 2×3×7 = 42  

� #δυαδικών συµβ/ρών µήκους 8 που είτε αρχίζουν από 1 είτε

τελειώνουν σε 00:

� Όχι αµοιβαία αποκλειόµενα: 27 + 26 – 25 = 160. 
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∆ιατάξεις – Μεταθέσεις

� ∆ιατάξεις P(n, k): k από n διακεκριµένα αντικείµενα σε

k διακεκριµένες θέσεις (1 αντικείµενο σε κάθε θέση). 

� P(n, k) = #τρόπων να πληρωθούν k διακεκριµένες θέσεις από

n διακεκριµένα αντικείµενα (διαθέσιµα σε ένα «αντίγραφο»). 

� #τρόπων να πληρώσουµε 4 (διαφορετικές) θέσεις εργασίας αν

έχουµε 30 υποψήφιους:

� #συµβ/ρών µήκους 10 µε όλα τα σύµβολα διαφορετικά από

κεφαλαίους Ελληνικούς χαρακτήρες:

� Μεταθέσεις n αντικειµένων: P(n, n) = n!

� #αναθέσεων 10 (διαφορετικών) γραφείων σε 10 καθηγητές: 

� #συµβ/ρών µήκους 24 µε όλα τα σύµβολα διαφορετικά από

κεφαλαίους Ελληνικούς χαρακτήρες:
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Παραδείγµατα

� #συµβ/ρών από 4 διαφορετικούς χαρακτήρες

ακολουθούµενους από 3 διαφορετικά ψηφία:

� Ρ(24, 4) × Ρ(10, 3)

� #τετραψήφιων δεκαδικών αριθµών που δεν αρχίζουν από 0 και

δεν έχουν επαναλάµβανόµενα ψηφία: 

� 9×9×8×7 = 4536. 

� #µεταθέσεων (κεφαλαίων Ελληνικών) όπου Α εµφανίζεται

πριν από τα Β και Γ:

� Ρ(24, 21) × 2!

� #µεταθέσεων όπου Α εµφανίζεται πριν το Β, και µετά από

τα Γ και ∆: 

� Ρ(24, 20) × 2!
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∆ιατάξεις µε Επανάληψη

� #πενταψήφιων δεκαδικών αριθµών: 105

� ∆ιατάξεις µε επανάληψη: n διακεκριµένα αντικείµενα (διαθέσιµα

σε απεριόριστα «αντίγραφα») σε k διακεκριµένες θέσεις:

� ∆ιανοµή k διακεκριµένων αντικειµένων σε n διακεκριµένες υποδοχές

(χωρίς περιορισµό στη χωρητικότητα), όταν η σειρά στις υποδοχές

δεν έχει σηµασία.

� #πενταψήφιων δεκαδικών αριθµών µε τουλ. ένα 8:

� Πληθικός αριθµός δυναµοσυνόλου Α: 2|A|

� |A| στοιχεία σε 2 υποδοχές (ανήκει – δεν ανήκει στο υποσύνολο). 

� #δυαδικών συµβ/ρών µήκους n µε άρτιο πλήθος από 1:

� ∀ συµβ/ρά µήκους n–1, ∃ µοναδική συµ/ρά µε άρτιο πλήθος 1.

� Ιδέα του parity bit. 
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∆ιατάξεις µε Επανάληψη

� ∆ιανοµή k διακεκριµένων αντικειµένων σε n διακεκριµένες

υποδοχές (χωρίς περιορισµό χωρητικότητας) µε σειρά στις

υποδοχές να έχει σηµασία.

� Ιστιοφόρο έχει n κατάρτια στα οποία µπορεί να αναρτηθούν

k διαφορετικές σηµαίες. Πόσα διαφορετικά σήµατα; 

� Κυκλικές µεταθέσεις n ατόµων:

� #τρόπων που n άνθρωποι κάθονται σε κυκλικό τραπέζι

(διακρίνουµε µεταξύ δεξιά και αριστερά).
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Συνδυασµοί

� Συνδυασµοί C(n, k): #επιλογών k από n διακεκριµένα

αντικείµενα (διαθέσιµα σε ένα «αντίγραφο»). 

� ∆ιαφορετικές 6άδες Lotto (από 1-49):

� #υποσυνόλων µε k στοιχεία από σύνολο n στοιχείων:

� #τρόπων στελέχωσης 5µελούς κοινοβουλευτικής επιτροπής,

όπου µέλη ισότιµα:

� #δυαδικών συµβ/ρών µήκους 32 µε (ακριβώς) επτά 1:

� #επιλογών 3 αριθµών 1-300 ώστε άθροισµα να διαιρείται από 3.

� Αριθµοί 1-300 σε 3 οµάδες 100 αριθµών µε βάση mod 3. 

� Είτε 3 από ίδια οµάδα είτε έναν από κάθε οµάδα. 

� Τελικά 3C(100, 3) + 1003 = 1.485.100
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Μεταθέσεις µε Οµάδες

� #συµβ/ρών (µήκους 8) µε γράµµατα λέξης ΕΦΗΒΙΚΟΣ: 8!

� #συµβ/ρών (µήκους 8) µε γράµµατα λέξης ΠΑΡΑΠΟΝΑ:

� Μεταθέσεις µε οµάδες ίδιων αντικειµένων: 8!/(2!3!1!1!1!)

� Μεταθέσεις n αντικειµένων σε k οµάδες ίδιων αντικειµένων

µε πληθάριθµο n1, n2, …, nk αντίστοιχα:

� #συµβ/ρών µήκους 24 από 7 Α, 8 Β, 5 Γ, και 4 ∆:

� Αν πρώτο και τελευταίο Α:

� Αν δεν πρέπει να εµφανίζεται ∆∆∆∆:
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Παραδείγµατα

� Έστω το «τετράγωνο» που ορίζεται από τα σηµεία (0, 0), (0, 8), 

(10, 0), και (10, 8).

� Πόσα διαφορετικά «µονοπάτια» από το (0, 0) στο (10, 8), αν σε

κάθε βήµα µετακινούµαστε είτε κατά µια µονάδα προς τα πάνω

είτε κατά µια µονάδα προς τα δεξιά.

� Πρέπει να κάνουµε 8 βήµατα Πάνω και 10 βήµατα ∆εξιά.

� #µονοπατιών = #µεταθέσεων 8 Π και 10 ∆ = 18!/(10! 8!)

� Ακολουθίες α1, ..., αn και β1, ..., βm. #τρόπων καταγραφής

στοιχείων των 2 ακολουθιών ώστε να διατηρείται η σειρά µεταξύ

των στοιχείων της ίδιας ακολουθίας;

� Μεταθέσεις n A και m B δείχνουν θέσεις στοιχείων κάθε ακολουθίας. 

� ∆εδοµένη η σειρά των στοιχείων κάθε ακολουθίας. 

� Τελικά: (n+m)!/(n! m!).
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Συνδυασµοί µε Επανάληψη

� ∆ιαφορετικά αποτελέσµατα από ρίψη 2 (ίδιων) ζαριών: 21

� Συνδυασµοί µε επανάληψη: k από n διακεκριµένα αντικείµενα

(διαθέσιµα σε απεριόριστα «αντίγραφα»).

� ∆ιανοµή k ίδιων αντικειµένων σε n διακεκριµένες υποδοχές

(χωρίς περιορισµό στη χωρητικότητα).

� ∆ιανοµές αντιστοιχούν σε µεταθέσεις k 1 και n-1 0.

#1 ανάµεσα σε 0 καθορίζει #αντικειµένων σε κάθε υποδοχή.

� #διανοµών k ίδιων αντικειµένων σε n διακεκριµένες υποδοχές

ώστε καµία υποδοχή κενή (k ≥ n). 

� C(n + (k – n) – 1, k – n) = C(k – 1, k – n) = C(k – 1, n – 1)



∆ιακριτά Μαθηµατικά (Άνοιξη 2018) Συνδυαστική Απαρίθµηση 14

Ανακεφαλαίωση
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Παραδείγµατα

� 10 όµοιες καραµέλες σε

3 διακεκριµένα παιδιά:

� Επιλογή 10 από 12 παιδιά

(σειρά επιλογής έχει σηµασία):

� Επιλογή 10 από 12 παιδιά

(σειρά επιλογής δεν έχει σηµασία):

� Επιλογή 10 από 3 χρώµατα µε επανάληψη

(σειρά επιλογής δεν έχει σηµασία):

� Επιλογή 3 από 10 χρώµατα µε επανάληψη

(σειρά επιλογής δεν έχει σηµασία):
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Παραδείγµατα

� #τοποθέτησης 8 (ίδιων / διακεκριµένων) πύργων σε µια

σκακιέρα 8x8, ώστε να µην απειλεί ο ένας τον άλλο. 

� Ένας πύργος σε κάθε γραµµή.

Ο πύργος της 1ης γραµµής µε 8 τρόπους, 

ο πύργος της 2ης γραµµής µε 7 τρόπους, 

κοκ. 

� Αν πύργοι ίδιοι, συνολικά: 8! τρόποι. 

� Αν πύργοι διακεκριµένοι:

πολλαπλασιάζουµε µε µεταθέσεις: 8!.

� Συνολικά: (8!)2 τρόποι. 

a b c d e f g h

1

2

3

4

5

6

7

8



∆ιακριτά Μαθηµατικά (Άνοιξη 2018) Συνδυαστική Απαρίθµηση 17

Παραδείγµατα

� 40 βουλευτές του κόµµατος Α, 35 βουλευτές του κόµµατος Β, 

και 25 βουλευτές του κόµµατος Γ.

� #τρόπων να ορίσουµε 10 (µη διακεκριµένες) 3µελείς

κοινοβουλευτικές οµάδες, µε έναν βουλευτή από κάθε κόµµα, αν

κάθε βουλευτής µπορεί να συµµετέχει σε 1 το πολύ οµάδα;

� #τρόποι επιλογής 10 βουλευτών κόµµατος Α: C(40, 10).

� #τρόποι επιλογής και «τοποθέτησης» 10 βουλ. Β: P(35, 10).

� #τρόποι επιλογής και «τοποθέτησης» 10 βουλ. Γ: P(25, 10).

� #τρόπων συνολικά: 40!35!25!/(10!30!25!15!).
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Παραδείγµατα

� #ακεραίων λύσεων της εξίσωσης x1 + x2 + x3 + x4 = 20

� Αν xi ≥ 0: C(20 + 4 - 1, 20) = C(23, 20) = C(23, 3)

� Αν xi ≥ 1: C(16 + 4 - 1, 16) = C(19, 16) = C(19, 3)

� Αν x1 ≥ 2, x2 ≥ 4, x3 ≥ 1, x4 ≥ 5: C(8 + 4 - 1, 8) = C(11, 3)

� 5 διαφορετικά γράµµατα (π.χ. Α, Β, Γ, ∆, Ε) και 20 κενά _ .

#συµβ/ρών που αρχίζουν και τελειώνουν µε γράµµα και έχουν

ανάµεσα σε διαδοχικά γράµµατα τουλάχιστον 3 κενά. 

� Μεταθέσεις 5 γραµµάτων: 5!

� 12 κενά στις 4 διακεκριµένες «υποδοχές» ανάµεσα σε γράµµατα. 

� Υπόλοιπα 8 κενά στις 4 «υποδοχές» µε C(4 + 8 – 1, 8) τρόπους.

� Τελικά: C(11, 8) 5! συµβ/ρές. 
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Παραδείγµατα

� #διµελών σχέσεων στο σύνολο Α, |Α| = n:

� Όλες:

� Ανακλαστικές: 

� Συµµετρικές: 

� Αντισυµµετρικές:
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Παραδείγµατα

� n θρανία στη σειρά για k φοιτητές που εξετάζονται (n ≥ 2k-1).

#τοποθετήσεων ώστε τουλάχιστον µια κενή θέση ανάµεσα σε

κάθε ζευγάρι φοιτητών. 

� Μεταθέσεις k φοιτητών: k! (καταλαµβάνουν k θρανία). 

� Τοποθετούµε k–1 θρανία ανάµεσά τους. 

� Υπόλοιπα n–2k+1 (ίδια) θρανία στις k+1 διακεκριµένες «υποδοχές»

στην αρχή, στο τέλος, και ανάµεσα σε φοιτητές. 

� C((k+1) + (n–2k+1) – 1, n-2k+1) = C(n–k+1, n-2k+1) 

= C(n–k+1, k) 

� Τελικά C(n–k+1, k) k! = (n-k+1)!/(n-2k+1)! 

� ∆ιαφορετικά µεταθέσεις (µε οµάδες) k διαφορετικών αντικειµένων

(φοιτητών) και n-2k+1 ίδιων αντικειµένων (ελεύθερων θρανίων). 



∆ιακριτά Μαθηµατικά (Άνοιξη 2018) Συνδυαστική Απαρίθµηση 21

Παραδείγµατα

� #συµβ/ρών µήκους 24 από 7 Α, 8 Β, 5 Γ, και 4 ∆ όπου δεν

εµφανίζεται το ΓΑ.

� #συµβ/ρών µήκους 19 από 7 Α, 8 Β, και 4 ∆: 19!/(7!8!4!)

� ∆ηµιουργούνται 20 διακεκριµένες «υποδοχές» για τα 5 Γ. 

� Εξαιρούνται οι 7 πριν από κάθε Α. 

� ∆ιανοµή 5 Γ σε 13 διακεκριµένες «υποδοχές»: C(17, 5).

� Τελικά: [19!/(7!8!4!)]×[17!/(5!12!)]. 

� #συµβ/ρών µήκους 24 από 7 Α, 8 Β, 5 Γ, και 4 ∆ όπου

το πρώτο Β εµφανίζεται πριν το πρώτο Α.

� #επιλογών θέσεων για 4 ∆ (από 24): C(24, 4).

� #επιλογών θέσεων για 5 Γ (από 20): C(20, 5).

� Ένα Β σε πρώτη διαθέσιµη θέση.

� #επιλογών θέσεων για υπόλοιπα 7 Β (από 14): C(14, 7).

� Συνολικά: [24!/(4!5!15!)]×[14!/(7!7!)]. 
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Παραδείγµατα

� #διανοµών 22 διαφορ. βιβλίων πάχους 5 εκ. σε 3 διακεκριµένα

ράφια µήκους 1 µ. το καθένα ώστε κανένα ράφι κενό.

� k διακεκριµένα αντικείµενα σε n διακεκριµένες υποδοχές ώστε

καµία υποδοχή κενή (k ≥ n, πάχος βιβλίων δεν συνιστά περιορισµό). 

� Αν αντικείµενα ίδια, #διανοµών: C(k – 1, n – 1).

� Αντικείµενα διαφορετικά: C(k – 1, n – 1) × k!
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Παραδείγµατα

� 2n+1 κοινοβουλευτικές έδρες να µοιραστούν σε 3 κόµµατα ώστε

αν οποιαδήποτε 2 συµφωνούν να έχουν πλειοψηφία. 

� #διανοµών 2n+1 (ίδιες) µπάλες σε 3 διακεκριµένες υποδοχές

ώστε κάθε υποδοχή ≤ n µπάλες.

� #διανοµών χωρίς περιορισµούς:

� #διανοµών όπου κάποια υποδοχή έχει ≥ n+1 µπάλες:

� Επιλέγουµε (µε 3 τρόπους) υποδοχή µε «πλειοψηφία».

� Τοποθετούµε σε αυτή n+1 µπάλες. 

� #διανοµών υπόλοιπων n µπαλών στις 3 υποδοχές: 

� Τελικά #διανοµών: 
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∆ιατάξεις µε Επανάληψη

� #εβδοµαδιαίων προγραµµάτων µελέτης για µαθήµατα Μ, Φ, Χ, Ο

ώστε κάθε µάθηµα τουλάχιστον 1 ηµέρα. 

� Αρχή εγκλεισµού – αποκλεισµού:

� #προγραµµάτων χωρίς (τουλ.) 1 µάθηµα:    37 (4 περιπτώσεις).

� #προγραµµάτων χωρίς (τουλ.) 2 µαθήµατα: 27 (6 περιπτώσεις). 

� #προγραµµάτων χωρίς (τουλ.) 3 µαθήµατα: 17 = 1 (4 περιπτ.)

� #προγραµµάτων χωρίς (τουλ.) 4 µαθήµατα: 0

� Τελικά: 47 – 4×37 + 6×27 – 4 = 8400
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Υποσύνολα Πολυσυνόλου

� #διαιρετών του 180;

� Ανάλυση σε γινόµενο πρώτων παραγόντων: 180 = 22 32 5. 

� #διαιρετών 180 = #υποσυνόλων {2:2, 3:2, 5:1}

� #διαιρετών του 180 = 3×3×2 = 18.

� #υποσύνολων πολυσυνόλου µε k στοιχεία όπου κάθε

στοιχείο p είναι διαθέσιµο σε np «αντίγραφα».

� (1+n1)(1+n2) … (1+nk)

� Για #µη κενών υποσυνόλων: (1+n1)(1+n2) … (1+nk) – 1 

� #διαιρετών του 1400;

� Ανάλυση σε γινόµενο πρώτων παραγόντων: 1400 = 23 52 7. 

� #διαιρετών 1400 = #υποσυνόλων {2:3, 5:2, 7:1}

� #διαιρετών του 1400 = 4×3×2 = 24. 
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Εφαρµογή: ∆ιακριτή Πιθανότητα

� ∆ιακριτός δειγµατοχώρος: αριθµήσιµο σύνολο Ω, όπου

∀ω ∈ Ω, αντιστοιχούµε p(ω) ∈ [0, 1] και

� Γεγονός Ε: υποσύνολο Ω.

� p(E) = 

� Πιθανότητα για 6άρες στο τάβλι: 

� 1/36.

� Πιθανότητα για 6-5 στο τάβλι: 

� 2/36. 

� Πιθανότητα για ίδιο αποτέλεσµα στα 2 ζάρια:

� 6*1/36 = 1/6.

� Πιθανότητα τουλάχιστον 2 από k (τυχαία επιλεγµένους) 

ανθρώπους να έχουν γενέθλια την ίδια ηµέρα;
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Εφαρµογή: ∆ιακριτή Πιθανότητα

� Ρίχνουµε 4 (ίδια / διακ.) ζάρια. Πιθανότητα κανένα να µην

φέρει 6; 

� Αφού η πιθανότητα δεν σχετίζεται µε «ταυτότητα» ζαριών,

δεν παίζει ρόλο αν τα ζάρια είναι διακεκριµένα ή όχι. 

� Τα θεωρούµε διακεκριµένα, ώστε όλα τα ενδεχόµενα ισοπίθανα. 

� Όλα τα ενδεχόµενα: 64 = 1296.

Ενδεχόµενα χωρίς 6: 54 = 625.

Ενδεχόµενα µε τουλάχιστον ένα 6: 1296 – 625 = 671.

� Έχουµε 10 ζευγάρια παπούτσια ανακατεµένα σε ένα ντουλάπι. 

Επιλέγουµε τυχαία 8 παπούτσια από το ντουλάπι.

� Ποια η πιθανότητα να µην επιλέξουµε κανένα ζευγάρι παπουτσιών;

� Ποια η πιθανότητα να επιλέξουµε ακριβώς ένα ζευγάρι

παπουτσιών; 
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∆υωνυµικοί Συντελεστές

� ∆υωνυµικό Θεώρηµα: 

� Ως άµεση συνέπεια: 

� Προκύπτει συνδυαστικά ως #υποσυνόλων συνόλου µε n στοιχεία.

� Με x = 1 και y = –1:

� Απόδειξη για τύπο εγκλεισµού – αποκλεισµού:

� Για x = 2 και y = 1:
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Ταυτότητα του Pascal

� Ταυτότητα του Pascal: 

� #τρόπων να επιλέξουµε k από n αντικείµενα:

� είτε επιλέγουµε το τελευταίο και επιλέγουµε τα άλλα

k–1 από τα υπόλοιπα n-1 αντικείµενα,

� είτε δεν επιλέγουµε το τελευταίο και επιλέγουµε όλα τα

k από τα υπόλοιπα n-1 αντικείµενα. 
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Τρίγωνο του Pascal

� Αναδροµική σχέση για

υπολογισµό δυωνυµικών

συντελεστών:

� Η τεχνική σήµερα είναι

γνωστή ως

δυναµικός

προγραµµατισµός.
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Ταυτότητα Vandermonde

� Ταυτότητα Vandermonde: 

� #τρόπων να επιλέξουµε r από n (αριθµηµένες) πράσινες µπάλες

και m (αριθµηµένες) κόκκινες µπάλες:

� Επιλέγουµε r – k από m κόκκινες k από n πράσινες

µε C(m, r – k) × C(n, k) τρόπους. 

� Αµοιβαία αποκλειόµενα ενδεχόµενα για διαφορετικές τιµές του k.

� Άµεση συνέπεια: 
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∆ηµιουργία Μεταθέσεων

� ... n αντικειµένων σε λεξικογραφική σειρά.

� Συνάρτηση που επιστρέφει (λεξικογραφικά) 

επόµενη µετάθεση.

� Ελάχιστη: αντικείµενα σε αύξουσα σειρά. 

� Μέγιστη: αντικείµενα σε φθίνουσα σειρά.

� ∆εδοµένης µετάθεσης α1α2...αn :

� Υπολόγισε ελάχιστη δυνατή κατάληξη που

επιδέχεται (λεξικογραφικής) αύξησης.

� Υπολογισµός επόµενης µετάθεσης

(που δεν έχει εµφανιστεί ήδη ως κατάληξη) 

για αυτή την κατάληξη. 

1 2 3 4

1 2 4 3

1 3 2 4

1 3 4 2

1 4 2 3

1 4 3 2

2 1 3 4

2 1 4 3

2 3 1 4

2 3 4 1 

2 4 1 3

2 4 3 1

3 1 2 4

4 3 2 1
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∆ηµιουργία Μεταθέσεων

� ∆εδοµένης µετάθεσης α1α2...αn :

� Μέγιστος δείκτης j τ.ω. αj < αj+1

(άρα αj+1 > αj+2 > … αn-1 > αn)

� Επόµενη µετάθεση α’
1 α

’
2...α

’
n :

� Πρόθεµα α1 ... αj-1 αµετάβλητο.

� α’
j = ελάχιστο από τα αj+1 , ..., αn

που «ξεπερνά» το αj.

� Υπόλοιπα από τα αj, αj+1, ..., αn

(εκτός αυτού που πήρε θέση j)

σε αύξουσα σειρά.

� 362541 →

� 48765321 →

1 2 3 4
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1 3 4 2

1 4 2 3

1 4 3 2
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2 1 4 3

2 3 1 4

2 3 4 1 

2 4 1 3

2 4 3 1

3 1 2 4

3 1 4 2

3 2 1 4

3 2 4 1

3 4 1 2

3 4 2 1

4 1 2 3

4 1 3 2
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∆ηµιουργία Μεταθέσεων

� Υλοποίηση: 

� Μέγιστο j τ.ω. αj < αj+1.

� Ισχύει ότι αj+1 > αj+2 > ... > αn. 

� Μετά την αντιµετάθεση των

αj και αk, τα αj+1, …, αn

είναι ταξινοµηµένα σε

φθίνουσα σειρά. 

� Αντιµετάθεση ζευγών

(αj+1, αn), (αj+2, αn-1), κοκ.

καταλήγει σε ταξινόµηση σε

αύξουσα σειρά.

� Υλοποίηση χωρίς

ταξινόµηση σε χρόνο Ο(n).
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∆ηµιουργία Συνδυασµών

� Όλοι οι (2n) συνδυασµοί n αντικειµένων:

δηµιουργία δυαδικών αριθµών µήκους n. 

� ∆ηµιουργία όλων των συνδυασµών k 

αντικειµένων από n σε λεξικογραφική σειρά.

� Συνάρτηση για επόµενο συνδυασµό.

� Αντικείµενα σε αύξουσα σειρά. 

� Ελάχιστος: 1 2 ... k. Μέγιστος: (n – k +1) … n 

� ∆εδοµένης µετάθεσης α1α2...αn :

� Υπολόγισε ελάχιστη δυνατή κατάληξη που

επιδέχεται αύξησης.

� Αύξηση λαµβάνει υπόψη ότι έχουµε

συνδυασµούς.  

1 2 3 4

1 2 3 5

1 2 3 6

1 2 4 5

1 2 4 6
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1 3 4 5
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1 3 5 6

3 4 5 6
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∆ηµιουργία Συνδυασµών

� ∆εδοµένου συνδυασµού α1α2...αk :

� Μέγιστος δείκτης j τ.ω. αj ≠ n–k+j

(άρα αj+1 … αk µέγιστος

συνδυασµός k – j στοιχείων)

� Επόµενος συνδυασµός α’
1 α

’
2...α

’
k :

� Πρόθεµα α1 ... αj-1 αµετάβλητο.

� α’
j = αj + 1.

� Τα επόµενα στοιχεία (αj + 2, αj + 3, ...)

στις υπόλοιπες θέσεις. 

1 2 3 4

1 2 3 5

1 2 3 6

1 2 4 5

1 2 4 6

1 2 5 6

1 3 4 5

1 3 4 6

1 3 5 6

1 4 5 6
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2 3 4 6

2 3 5 6

2 4 5 6

3 4 5 6
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∆ηµιουργία Συνδυασµών

� Υλοποίηση σε χρόνο Ο(k).
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Παραδείγµατα

� Πόσα υποσύνολα 4 στοιχείων του Α = {1, ..., 15} δεν περιέχουν

διαδοχικούς αριθµούς;

� Υποσύνολο ως 4άδα (α1, α2, α3, α4) όπου 1 ≤ α1 < α2 < α3 < α4 ≤ 15

� 1-1 αντιστοιχία µεταξύ τέτοιων 4άδων (α1, α2, α3, α4) και λύσεων της

εξίσωσης β1+β2+β3+β4+β5=14 στους φυσικούς µε β2, β3, β4 ≥ 1: 

� Για να µην είναι α1, α2, α3, α4 διαδοχικοί, πρέπει β2, β3, β4 ≥ 2. 

� ∆ιανοµή 14 ίδιων µπαλών σε 5 διαφορετικές υποδοχές, ώστε

υποδοχές 2, 3, και 4 να έχουν τουλάχιστον 2 µπάλες. 

� Αποτέλεσµα: C(12, 8) = C(12, 4) = 495.

� Να γενικεύσετε για #υποσυνόλων k στοιχείων του {1, …, n} που

δεν περιέχουν διαδοχικούς αριθµούς.  


