
Γεννήτριες Συναρτήσεις

∆ιδάσκοντες: ∆. Φωτάκης, ∆. Σούλιου, Θ. Λιανέας

Επιµέλεια διαφανειών: ∆. Φωτάκης

Σχολή Ηλεκτρολόγων Μηχανικών
και Μηχανικών Υπολογιστών

Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο



∆ιακριτά Μαθηµατικά (Άνοιξη 2018) Γεννήτριες Συναρτήσεις 2

Αναπαράσταση Ακολουθιών

� Ακολουθία: αριθµητική συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το N. 

� Με γενικό (ή «κλειστό») τύπο αn: n-οστός όρος συναρτήσει n. 

� Κωδικοποίηση σε δυναµοσειρά µιας (πραγµατικής) µεταβλητής x. 

� Γεννήτρια Συνάρτηση (ΓΣ) Α(x) ακολουθίας α: 

� Συντελεστής του xn αντιστοιχεί σε n-οστό όρο ακολουθίας α. 

� Επιλέγουµε διάστηµα τιµών x ώστε σειρά να συγκλίνει.

� Έτσι θεωρούµε ότι Α(x) άπειρα παραγωγίσιµη (αναλυτική). 

Παραγωγίζουµε/ολοκληρώνουµε την A(x) ως πεπερασµένο άθροισµα. 

� Κάθε ακολουθία α αντιστοιχεί σε µοναδική ΓΣ Α(x). 

� ΓΣ Α(x) αντιστοιχεί σε µοναδική ακολουθία:

� Μετασχηµατισµός και «αλγεβρικός» χειρισµός ακολουθιών και

επίλυση των προβληµάτων που κωδικοποιούν.
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Παραδείγµατα

� ΓΣ ακολουθίας 1, 1, 1, 1, .... :

� ΓΣ ακολουθίας αn = b λn :

� ΓΣ για πεπερασµένες ακολουθίες (υπόλοιποι όροι θεωρούνται 0).

� ΓΣ ακολουθίας 0, 0, 1, 2, 3, 4, 5: x2 + 2x3 + 3x4 + 4x5 + 5x6

� ΓΣ ακολουθίας αk = C(n, k): 

� ΓΣ ακολουθίας αn = n+1 :

� ΓΣ ακολουθίας βn = n :

� Ακολουθία που αντιστοιχεί σε ΓΣ A(x) = 5/(1 – 4x): αn = 5 4n
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Παραδείγµατα

� Ακολουθία αντιστοιχεί σε ΓΣ Α(x) = 1/(1+x);

� Γενικευµένο δυωνυµικό ανάπτυγµα (όταν n δεν είναι φυσικός):

� Ειδικότερα, αν n φυσικός: 

� ∆ηλαδή η 1/(1-x)n είναι η ΓΣ για συνδυασµούς k από n αντικείµενα

µε επανάληψη (ή διανοµή k ίδιων αντικειµένων σε n διακ. υποδοχές). 

� Με βάση γενικευµένο δυωνυµικό ανάπτυγµα,

� Άρα η ΓΣ A(x) = 1/(1+x) αντιστοιχεί στην ακολουθία αn = (-1)n
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Πράξεις Ακολουθιών

� Πράξεις µεταξύ ακολουθιών:

� ∆ιαβάθµιση µε συντελεστή c: 

� Γραµµικός συνδυασµός:

� ∆εξιά ολίσθηση κατά k θέσεις:

� Αριστερή ολίσθηση κατά k θέσεις:

� Ακολουθία µερικών αθροισµάτων: 

� Ακολουθία συµπληρωµατικών µερικών αθροισµάτων: 

� Ευθεία διαφορά:

� Ανάστροφη διαφορά (ολίσθ. ευθείας 1 θέση δεξιά):

� Συνέλιξη: 
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Βασικές Ιδιότητες

� Γραµµική ιδιότητα: 

� Η ακολουθία cα + dβ έχει ΓΣ την c A(x) + d B(x).

� H ΓΣ

� H ΓΣ

� Ιδιότητα ολίσθησης:

� Η ακολουθία Sk α έχει ΓΣ την xk A(x), αφού:

� Π.χ. 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, ... έχει ΓΣ την x4/(1-x)

0, 0, 1, 2, 4, …, 2n-2 έχει ΓΣ την x2/(1-2x) 

� Η ακολουθία S–k α έχει ΓΣ την

� Π.χ. η ακολουθία αn = 2n+3 έχει ΓΣ την
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Βασικές Ιδιότητες

� Μερικών αθροισµάτων: 

� Παρατηρούµε ότι αn = γn – γn-1

� Άρα Α(x) = Γ(x) – xΓ(x) ⇒ Γ(x) = A(x) / (1-x).

� Π.χ. γn = n+1 είναι ακολουθία µερικών αθροισµάτων της αn = 1.

� Άρα έχει ΓΣ την Γ(x) = 1/(1-x)2

� Ποια είναι η ΓΣ της βn = n(n+1)/2;

� Η βn αποτελεί την ακολουθία µερικών αθροισµάτων της δn = n, 

η οποία έχει ΓΣ την D(x) = x/(1-x)2.

� Άρα έχει ΓΣ την B(x) = x/(1-x)3

� Συνέλιξη α*β έχει ΓΣ την A(x) B(x).

� Ο συντελεστής του xn στο A(x) B(x) είναι

� Ποια είναι η ΓΣ της ακολουθίας

� Από ιδιότητα συνέλιξης, Α(x) = 1/[(1-3x)(1-2x)]
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Βασικές Ιδιότητες

� Ιδιότητα της Κλίµακας: 

� Η ακολουθία γn = n αn έχει ΓΣ την Γ(x) = x A’(x), αφού

� Η ακολουθία δn = αn /(n+1) έχει ΓΣ την
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Παραδείγµατα

� Ποια είναι η ΓΣ της ακολουθίας β = c α + d;

� Β(x) = c A(x) + d/(1-x)

� Ποια είναι η ΓΣ της ακολουθίας βn = cn αn ;

� B(x) = A(cx)

� Ποια είναι η ακολουθία µε ΓΣ την Α(x) = 4x + 2/(1-3x) ;

� α0 = 2, α1 = 10, αn = 2 3n , για n ≥ 2. 

� Ποια είναι η ακολουθία µε ΓΣ την Α(x) = 2/(1 – 4x2) ;

� Ανάλυση σε κλάσµατα: A(x) = 1/(1-2x) + 1/(1+2x)

� Ακολουθία αn = 2n + (–2)n

� Ποια είναι η ακολουθία µε ΓΣ την

� Ανάλυση σε κλάσµατα:  

� Ακολουθία αn = (–1)n + (–3)n – 2n – (n+1)2n+1
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Εφαρµογές

� ... των ΓΣ είναι πολλές και σηµαντικές. Μεταξύ άλλων:

� Υπολογισµός αθροισµάτων.

� Επίλυση προβληµάτων συνδυαστικής.

� Επίλυση αναδροµικών εξισώσεων. 

� Μεθοδολογία επίλυσης προβληµάτων:

� ∆ιατύπωση µε βάση µια ακολουθία (ή συνδυασµό ακολουθιών) ώστε

ο «κλειστός» τύπος για τον n-οστό όρο να δίνει τη λύση. 

� Υπολογισµός της ΓΣ της ακολουθίας (µε βάση ιδιότητες ΓΣ).

� Ανάπτυγµα ΓΣ και υπολογισµός έκφρασης για n-οστό όρο.

� Υπολογισµός αθροίσµατος

� ΓΣ αντίστοιχης ακολουθίας α είναι η Α(x) = 1/[(1-3x)(1-2x)]

� Ανάλυση σε κλάσµατα: Α(x) = 3/(1-3x) – 2/(1-2x)

� Άθροισµα = αn = 3n+1 – 2n+1
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Υπολογισµός Αθροισµάτων

� Υπολογισµός αθροίσµατος

� Ακολουθία αn = n έχει ΓΣ την A(x) = x/(1-x)2

� Ιδιότητα κλίµακας: βn = n2 έχει ΓΣ την B(x) = x(1+x)/(1-x)3

� Άθροισµα αντιστοιχεί στην ακολουθία µερικών αθροισµάτων της

ακολουθίας β, η οποία έχει ΓΣ την Γ(x) = x(1+x)/(1-x)4

� Χρησιµοποιούµε

� ... και έχουµε: 

� Άθροισµα = 

� Οµοίως να υπολογισθεί το άθροισµα
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Προβλήµατα Συνδυαστικής
� Συνήθεις ΓΣ χρησιµοποιούνται για την κωδικοποίηση και επίλυση

προβληµάτων συνδυασµών.

� Για κάθε αντικείµενο Α, κωδικοποιούµε στον εκθέτη της µεταβλητής x 

πόσες φορές µπορούµε να το επιλέξουµε.

� 1+x+x2+x3+…+xp : µπορούµε να επιλέξουµε το Α 0, 1, ..., p 

φορές (µπορεί άπειρο άθροισµα).  

� Σε αυτή τη φάση κωδικοποιούνται οι περιορισµοί. 

� Απαριθµητής για (επιλογές) αντικειµένου Α. 

� Απαριθµητές για διαφορετικά αντικείµενα πολλαπλασιάζονται

(κανόνας γινοµένου) και δίνουν ΓΣ για συνδυασµούς από n 

αντικείµενα. 

� Ο συντελεστής του xk στη ΓΣ αντιστοιχεί στον #συνδυασµών k 

από n αντικείµενα (υπό τους περιορισµούς που έχουµε θέσει).

� Η ΓΣ κωδικοποιεί όλα τα ενδεχόµενα του πειράµατος και

#τρόπων να προκύψει κάθε ενδεχόµενο. 
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Παραδείγµατα

� Συνδυασµοί από n αντικείµενα χωρίς επαναλήψεις:

� Απαριθµητής για κάθε αντικείµενο: 1+x

� ΓΣ (1+x)n . Συντελεστής xk = C(n, k).

� Συνδυασµοί από n αντικείµενα µε απεριόριστες επαναλήψεις:

� Απαριθµητής για κάθε αντικείµενο: 1+x+x2+x3+… = 1/(1-x)

� ΓΣ 1/(1-x)n . Συντελεστής xk = C(n+k-1, k).

� Συνδυασµοί από n αντικείµενα µε απεριόριστες επαναλήψεις ώστε

κάθε αντικείµενο να επιλεγεί τουλάχιστον 1 φορά:

� Απαριθµητής για κάθε αντικείµενο: x+x2+x3+… = x/(1-x)

� ΓΣ xn/(1-x)n . Συντελεστής xk = C(k-1, n-1).
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Παραδείγµατα

� #λύσεων εξίσωσης z1+z2+z3+z4 = 30 στους φυσικούς αν

z1 άρτιος, θετικός ≤ 10, z2 περιττός ≤ 11, 3 ≤ z3 ≤ 10, 0 ≤ z4 ≤ 15. 

� Α(x)=(x2+x4+…+x10)(x+x3+…+x11)(x3+x4+…+x10)(1+x+x2+…+x15)

� Ζητούµενο δίνεται από συντελεστή x30 που είναι 185.

� O συντελεστής του x30 στην A(x) δεν ταυτίζεται µε αυτόν στην

Α’(x)=(x2+x4+x6+…)(x+x3+x5+…)(x3+x4+x5+…)(1+x+x2+x3+…)

� Κέρµατα 20 λεπτών, 50 λεπτών, 1 ευρώ και 2 ευρώ. 

Συνδυασµοί µε συνολική αξία n ευρώ ώστε τουλάχιστον ένα κέρµα

από κάθε είδος. 

� Κωδικοποιούµε στον εκθέτη την αξία των κερµάτων (σε λεπτά).

� Α(x) = (x20+x40+…)(x50+x100+…)(x100+x200+…) (x200+x400+…)

� To ζητούµενο δίνεται από τον συντελεστή του x100n
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Παραδείγµατα

� #διανοµών 2n+1 ίδιων µπαλών σε 3 διακεκριµένες υποδοχές

ώστε κάθε υποδοχή να έχει ≤ n µπάλες. 

� Η ΓΣ είναι A(x) = (1+x+x2+…+xn)3 = (1–xn+1)3/(1-x)3

� Tο ζητούµενο δίνεται από τον συντελεστή του x2n+1

� Με πράξεις:

� Ο συντελεστής του x2n+1 είναι
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Παραδείγµατα

� ΓΣ για τη διανοµή 20 µαρκαδόρων, 6 µαύρων, 10 πράσινων, και

4 κόκκινων, σε 2 καθηγητές ώστε κάθε καθηγητής να πάρει 10 

µαρκαδόρους και τουλάχιστον 1 από κάθε χρώµα.

� ∆ιανοµή στον 1ο καθηγητή (σύµφωνα µε περιορισµούς) καθορίζει τι

θα πάρει ο 2ος καθηγητής µε µοναδικό τρόπο. 

� Αρκεί να διατυπώσουµε τη ΓΣ για τον 1ο καθηγητή. 

� (x+x2+x3+x4+x5)(x+x2+…+x9)(x+x2+x3) 

� Το ζητούµενο δίνεται από τον συντελεστή του x10 που είναι 15. 
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Παραδείγµατα

� 100 (µη διακεκριµένοι) επιβάτες κατεβαίνουν σε 4 

(διακεκριµένες) στάσεις. Γεννήτρια Συνάρτηση όταν:

� ∆εν υπάρχουν περιορισµοί. 

� #ακεραίων λύσεων της z1+z2+z3+z4 = 100 µε z1, z2, z3, z4 ≥ 0. 

� (1+x+x2+x3+…)4 = 1/(1 – x)4 

� Ζητούµενο δίνεται από συντελεστή x100 που είναι C(103, 3)

� #επιβ. 3η στάση ≥ #επιβ. 2η στάση ≥ #επιβ. 1η στάση.

� Πρέπει z2 = z1+κ, κ ≥ 0, και z3 = z2+λ = z1+κ+λ, λ ≥ 0.

� #ακεραίων λύσεων της 3z1+2κ+λ+z4 = 100 µε z1, κ, λ, z4 ≥ 0. 

� (1+x3+x6+…+x99)(1+x2+x4+…+x100)(1+x+x2+…+x100)2

� Ζητούµενο δίνεται από συντελεστή x100 που είναι 30787
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Εκθετικές Γεννήτριες Συναρτήσεις

� ... για προβλήµατα διατάξεων. 

� ∆ιακεκριµένα αντικείµενα σε διακεκριµένες θέσεις. 

� Αναζητούµε τον συντελεστή τον συντελεστή του xk/k!

(ουσιαστικά πολλαπλασιάζουµε τον συντελεστή του xk µε k!)

� Λαµβάνουµε υπόψη διατάξεις στον σχηµατισµό των απαριθµητών.

� ∆ιατάξεις k αντικειµένων από n χωρίς επανάληψη. 

� P(n, k) = C(n, k) × k! 

� Το P(n, k) προκύπτει ως συντελεστής του xk/k! στο (1+x)n
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Εκθετικές Γεννήτριες Συναρτήσεις

� Εκθετική Γεννήτρια Συν. Ε(x) ακολουθίας α: 

� Συντελεστής του xn/n! αντιστοιχεί σε n-οστό όρο ακολουθίας α. 

� «Εκθετική» γιατί στην ακολουθία 1, 1, 1, ... αντιστοιχεί η

Εκθετική ΓΣ (ΕΓΣ) ex λόγω της ταυτότητας: 

� Εκθετικός απαριθµητής για µεταθέσεις n διαφορ. αντικ.:

� Εκθετικός απαριθµητής για µεταθέσεις n ίδιων αντικειµένων:

� ΕΓΣ για µεταθέσεις n αντικειµένων σε k οµάδες µε ίδια αντικείµενα

µε πληθάριθµο οµάδων n1, n2, …, nk :
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Παραδείγµατα

� ΕΓΣ για διανοµή k διακεκριµένων αντικειµένων σε

n διακεκριµένες υποδοχές χωρίς περιορισµούς και

χωρίς να έχει σηµασία η σειρά στις υποδοχές.

� Ισοδύναµα, ΕΓΣ για διατάξεις k από n µε απεριόριστες επανάληψεις.

� Εκθετικός απαριθµητής για κάθε υποδοχή:

� Εκθετική ΓΣ: enx και ο συντελεστής xk/k! είναι nk
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Παραδείγµατα

� Το ίδιο µε περιορισµό καµία υποδοχή να µην µείνει κενή (k ≥ n):

� Εκθετικός απαριθµητής για κάθε υποδοχή: ex – 1

� Εκθετική ΓΣ: (ex – 1)n

� Συντελεστής του xk/k! είναι ίσος µε

� Εφαρµογές:

� Πρόγραµµα µελέτης 4 µαθηµάτων για 7 ηµέρες ώστε κάθε µάθηµα

να µελετηθεί τουλάχιστον 1 ηµέρα.

� «∆ιανοµή» 7 διακ. ηµερών σε 4 διακ. µαθήµατα ώστε κανένα

µάθηµα να µην µείνει «κενό».

� #«διανοµών»: 47 – 4×37 + 6×27 – 4 = 8400

� Ανάθεση 20 µεταπτ. φοιτητών σε 5 εργαστήρια ώστε κάθε

εργαστήριο να δεχθεί τουλάχιστον 1 φοιτητή. 

� #«αναθέσεων»: 520 – 5×420 + 10×320 - 10×220 + 5
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Παραδείγµατα

� #πενταδικών συµβ/ρών µήκους n µε άρτιο πλήθος από 1:

� Εκθετικός απαριθµητής για καθένα από τα ψηφία 0, 2, 3, 4:

� Εκθετικός απαριθµητής για ψηφίο 1:

� Εκθετική ΓΣ: e4(ex + e–x)/2 = (e5x + e3x)/2

� Συντελεστής του xn/n! είναι (5n + 3n)/2 
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Παραδείγµατα

� #πενταδικών συµβ/ρών µήκους n µε άρτιο πλήθος 1 και περιττό

πλήθος 0 όπου τα 2, 3, 4 εµφανίζονται τουλάχιστον 1 φορά. 

� Εκθετικός απαριθµητής για καθένα από τα ψηφία 2, 3, 4: ex – 1

� Εκθετικός απαριθµητής για ψηφίο 1: (ex + e–x)/2

� Εκθετικός απαριθµητής για ψηφίο 0:

� Εκθετική ΓΣ: (ex – 1)3 [(ex + e–x)/2] [(ex – e–x)/2]

� Συντελεστής του xn/n! είναι

(5n - 3×4n + 3n+1 – 2n + (-2)n – 3×(-1)n – 1)/4
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Παραδείγµατα

� ΕΓΣ για διανοµή k διακεκριµένων αντικειµένων σε

n διακεκριµένες υποδοχές χωρίς περιορισµούς και

όταν έχει σηµασία η σειρά στις υποδοχές.

� Επειδή έχει σηµασία η σειρά σε κάθε υποδοχή, κατά το σχηµατισµό

του απαριθµητή, πολλαπλασιάζουµε το xk/k! µε k!

� Ο εκθετικός απαριθµητής για κάθε υποδοχή είναι:

� H (E)ΓΣ είναι 1/(1 – x)n

� Το ζητούµενο δίνεται από τον συντελεστή του xk/k!, που είναι:


