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Θέµα 1 (∆ιαδικασίες Απαρίθµησης 2.0 µον.) 

 

(α) Μια συνάρτηση NNp →:  είναι πολυωνυµική βαθµού d όταν υπάρχουν φυσικοί 

( )01 ,...,, aaa dd −  τέτοιοι ώστε ∑ =
=

d

l

l

l nanp
0

)( , για κάθε Nn∈ . Συµβολίζουµε µε dP  το 

σύνολο των πολυωνυµικών συναρτήσεων βαθµού d  στους φυσικούς και µε dNd PP ∈= U  

το σύνολο των πολυωνυµικών συναρτήσεων. Να εξετάσετε αν τα σύνολα dP  και P είναι 

αριθµήσιµα.  

(β) Χρησιµοποιώντας το (α), να δείξετε ότι υπάρχουν (άπειρες) συναρτήσεις NNf →:  

που δεν ανήκουν στο P , δηλ. που δεν µπορούν να εκφραστούν ως πολυωνυµικές 

συναρτήσεις. 

(γ) Ο κωδκός πρόσβασης ενός υπερυπολογιστή είναι ένας φυσικός αριθµός που αλλάζει 

κάθε δευτερόλεπτο, για λόγους ασφαλείας. Η αλλαγή γίνεται µε βάση µια πολυωνυµική 

συνάρτηση  NNp →:  βαθµού d και έναν (πολυψήφιο) πρώτο αριθµό .q  Αν ο κωδικός 

τη χρονική στιγµή t  είναι tx , ο κωδικός την επόµενη χρονική στιγµή είναι 

( ) .mod1 qxpx tt =+  Ο αρχικός κωδικός ,0x  οι συντελεστές ( )01 ,...,, aaa dd −  της 

πολυωνυµικής συνάρτησης ,p  και ο πρώτος αριθµός q είναι γνωστά µόνο στον 

διαχειριστή του συστήµατος.  Γνωρίζετε όµως πόσα δευτερόλεπτα έχουν περάσει από το 

τελευταίο reset και έχετε εντοπίσει ένα κρίσιµο κενό ασφαλείας: αν δοκιµάζετε έναν 

κωδικό κάθε 30  ή περισσότερα δευτερόλεπτα, αυτό δεν πρόκειται ποτέ να προκαλέσει 

συναγερµό ή κλείδωµα του συστήµατος (όσες φορές και αν αποτύχετε). Να διατυπώσετε 

µια αλγοριθµική µέθοδο που να παράγει κωδικούς συστηµατικά και εγγυάται ότι θα 

αποκτήσετε πρόσβαση στον υπερυπολογιστή σε πεπερασµένο χρόνο. Να αποδείξετε την 

ορθότητα της µεθόδου.  

 

Θέµα 2 (Προτασιακή Λογική 1.2 µον.) 

 

1.  Συµβολίζουµε µε qp |  το "ούτε p ούτε q ". 

(α) Ορίστε τον αληθοπίνακα του p|q ,  

Xρησιµoποιώντας ως µόνο λογικό σύνδεσµο τον "|" βρείτε έκφραση για τα:  

(i) p¬ , (ii) qp^ , (iii) qp ∨ και (iv) qp →  

 

(β) Είναι κάποια από τις εκφράσεις που ακολουθούν αντίφαση ή ταυτολογία; Εξηγήστε 

την απάντησή σας. 

(i) ( ) ( )[ ] ( ){ } qppqpqp →∧ ||||  

(ii) ( ) ( ) ( )[ ]{ } ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }qqppqqppqpqppp |||||||||| ∧→→  

  

2. Ο Ηρακλής Πουαρό ανακρίνει 4 υπόπτους για ένα έγκληµα. Από τις ιστορίες των 

αυτόπτων µαρτύρων ο Ηρακλής έχει καταλήξει στα εξής: 



(α) αν ο µπάτλερ λέει αλήθεια, τότε και ο µάγειρας λέει αλήθεια, 

(β) ο µάγειρας και ο κηπουρός δεν µπορεί να λένε και οι δύο αλήθεια, 

(γ) ο κηπουρός και ο µάστορας δεν µπορεί να λένε και οι δύο ψέµατα, 

(δ) αν ο µάστορας λέει αλήθεια τότε ο µάγειρας λέει ψέµατα, 

Μπορεί ο Ηρακλής να καταλάβει ποιος λέει αλήθεια και ποιός ψέµατα; 

 

3. Τέσσερις φίλοι είναι ύποπτοι για παράνοµο κατέβασµα ταινιών και ο κάθε ένας έχει 

δώσει µια κατάθεση. Ο Νίκος είπε "Το έκανε ο Βασίλης", ο Αλέξανδρος είπε "Εγώ δεν 

το έκανα", ο Βασίλης είπε "Η Ευαγγελία το έκανε" και η Ευαγγελία είπε "Ο Βασίλης 

είπε ψέµατα όταν είπε ότι το έκανα εγώ". 

(α) Αν ξέρουµε ότι ακριβώς ένας από τους 4 λέει την αλήθεια, τότε ποιός το έκανε; 

(β) Αν ξέρουµε ότι ακριβώς ένας λέει ψέµατα, τότε ποιός το έκανε; 

 

Θέµα 3 (Κατηγορηµατική Λογική 2.5 µονάδες) 

 

Θέλουµε να εκφράσουµε ιδιότητες που µπορεί να έχει ένας πίνακας 
3020×∈NA . 

Είµαστε στο σύµπαν των θετικών ακεραίων εφοδιασµένο µε το διµελές κατηγορηµατικό 

σύµβολο P , δύο συναρτησιακά σύµβολα ),( yxf  και ),( yxg ,  και τέσσερις σταθερές 

1c , 2c , 3c  και 4c . Ερµηνεύουµε το yxyxP ≤≡),(  , το yxyxf +=),( , το 

],[),( yxAyxg = , τις σταθερές 11 =c , 202 =c , 303 =c  και 404 =c .  

α) Σε αυτή την ερµηνεία να διατυπώσετε: 
1. Τύπο )(1 xϕ  που να αληθεύει για τις γραµµές του πίνακα που είναι ταξινοµηµένες σε 

αύξουσα σειρά. 

2. Τύπο ),(2 yxϕ  που να αληθεύει για κάθε θέση του πίνακα που η τιµή της είναι 

διαφορετική από τις τιµές των θέσεων που βρίσκονται στην ίδια στήλη ή στην ίδια 

γραµµή µε αυτήν.  

3. Πρόταση που δηλώνει πως όλα τα στοιχεία του A είναι µεταξύ 20 και 40. 

4. Πρόταση που δηλώνει πως υπάρχει γραµµή µε όλα τα στοιχεία ίσα µε τη µονάδα. 

5. Πρόταση που δηλώνει πως σε κάθε γραµµή του Α υπάρχει στοιχείο που ξεπερνά το 

40. 

6. Πρόταση που δηλώνει πως κάθε στοιχείο του πίνακα µπορεί να γραφτεί σαν άθροισµα 

δύο στοιχείων, ένα από την ίδια γραµµή και ένα από την ίδια στήλη. 

7. Πρόταση που δηλώνει πως σε κάθε θέση του πίνακα βρίσκεται στοιχείο µικρότερο ή 

ίσο από όλα τα στοιχεία σε θέσεις µικρότερης ή ίσης γραµµής και στήλης.  

 

β) Αν δεν υπήρχαν οι σταθερές 2c , 3c  και 4c  θα µπορούσαµε να τις εκφράσουµε µε τα 

υπόλοιπα σύµβολα (σταθερές, συναρτησιακά σύµβολα); 

 

Θέµα 4 (Κατηγορηµατική Λογική 1.5 µονάδες) 

 

Έστω µία πρωτοβάθµια γλώσσα µε ένα διµελές κατηγορηµατικό σύµβολο P . Θεωρούµε 

τις προτάσεις: 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )xyPyxPyxyzPzxPzyxPyxxxxP ,,,,,, ∨∀∀→∨∀→∀∀∧∀=ϕ  

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )xyyPxyzPzxPzyxPyxxxxP ,,,,, ∀∃→∨∀→∀∀∧∀=ψ  

1. Να διερευνήσετε τη λογική εγκυρότητα της ϕ . 



2. Χρησιµοποιώντας µαθηµατική επαγωγή στον πληθάριθµο του σύµπαντος, να 

δείξετε ότι κάθε ερµηνεία σε πεπερασµένο σύµπαν αποτελεί µοντέλο της ψ . 

3. Να διατυπώσετε ερµηνεία που δεν αποτελεί µοντέλο της .ψ  

 

Θέµα 5 (∆ιµελείς Σχέσεις 1.2 µον.) 

 

(α) Μία διµελής σχέση R είναι κυκλική αν για κάθε τριάδα στοιχέιων ,,, zyx  

( ) ( ) ( ) .,,, RxzRzyRyx ∈⇒∈∧∈  Να δείξετε ότι µια σχέση R είναι ανακλαστική και 

κυκλική αν και µόνο αν η R  είναι σχέση ισοδυναµίας. 

(β) Να σχεδιάσετε διάγραµµα Hasse ενός µερικώς διατεταγµένου συνόλου το οποίο έχει 

3 minimal και 3 maximal στοιχεία, και κάθε στοιχείο του είναι είτε µεγαλύτερο είτε 

µικρότερο από (ακριβώς) δύο άλλα στοιχεία. 

 (γ) Ορίζουµε µία σχέση R  στο σύνολο των θετικών φυσικών ως εξής: Για κάθε 

( ) RmnNnm ∈∈ + ,,, αν και µόνο αν κάθε πρώτος παράγοντας του n  είναι και πρώτος 

παράγοντας του m . Είναι η R σχέση µερικής διάταξης; Να αιτιολογήσετε κατάλληλα 

τον ισχυρισµό σας.  

(δ) Θεωρούµε µια πρωτοβάθµια γλώσσα µε ένα διµελές κατηγορηµατικό σύµβολο P . 

Να διατυπώσετε µία πρόταση που να δηλώνει ότι (η διµελής σχέση µε την οποία 

ερµηνεύουµε) το P είναι lattice. 

 

 Θέµα 6 (Μαθηµατική Επαγωγή,  1.6 µον.) 

 

α. Θεωρούµε µία χώρα µε 2≥n  πόλεις, όπου για κάθε ζευγάρι διαφορετικών πόλεων 

( )yx,  υπάρχει απευθείας οδική σύνδεση (µονής κατεύθυνσης) είτε από την x  στην 

y είτε από την y στην x . Χρησιµοποιώντας µαθηµατική επαγωγή, να δείξετε ότι 

υπάρχει πόλη στην οποία µπορούµε να φτάσουµε από κάθε άλλη πόλη είτε απευθείας 

είτε µέσω (ακριβώς) µίας ενδιάµεσης πόλης. 

 

β. Έστω  { }
naaaS ...,, ,21=  ένα σύνολο 1≥n διαφορετικών δυαδικών συµβολοσειρών 

µήκους 1≥k . Να δείξετε (µε µαθηµατική επαγωγή στο µήκος k των συµβολοσειρών) ότι 

το S περιέχει το πολύ n
n

2log
2

 (µη διατεταγµένα) ζευγάρια διαφορετικών 

συµβολοσειρών που διαφέρουν µεταξύ τους σε ένα δυαδικό ψηφίο. Π.χ. το σύνολο 

{ }11,10,01,00=S  περιέχει 4 τέτοια ζευγάρια, τα ( ) ( ) ( ) ( )11,10,11,01,10,00,01,00 . 

Αντίστοιχα, το σύνολο { }100,010,001,000=S  περιέχει 3 τέτοια ζευγάρια, τα 

( ) ( ) ( )100,000,010,000,001,000 . 

 

 


