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Θέµα 1 (Αρχή του Περιστερώνα, 1.8 µονάδες) 

 

α) Σε ένα διάστηµα 120 ηµερών, µία αεροσυνοδός κάνει τουλάχιστον ένα ταξίδι κάθε 

ηµέρα, και όχι περισσότερα από 180 ταξίδια συνολικά. Να δείξετε ότι υπάρχει ένα 

διάστηµα (αποτελούµενο από διαδοχικές ηµέρες) όπου η αεροσυνοδός κάνει ακριβώς 59 

ταξίδια. 

β) Θεωρούµε µια ακολουθία N θετικών ακεραίων η οποία περιέχει ακριβώς n  

διαφορετικούς αριθµούς. Να δείξετε ότι αν 
n

N 2≥ , υπάρχουν δύο ή περισσότερες 

διαδοχικές θέσεις της ακολουθίας τέτοιες ώστε το γινόµενο των αντίστοιχων αριθµών να 

είναι ένα τέλειο τετράγωνο. Π.χ. στην ακολουθία 7,5,3,5,7,5,3,7, όπου 3=n και 3
2=N , το 

γινόµενο των έξι τελευταίων θέσεων είναι τέλειο τετράγωνο. 

 

Θέµα 2 (Γραφήµατα - Βασικές Έννοιες, 1.5 µονάδες) 

 

α) Έστω ένα γράφηµα G  µε 3≥n κορυφές όπου κάθε κορυφή έχει βαθµό τουλάχιστον 

( ) 12 +n .  Να δειχθεί ότι το G  περιέχει τρίγωνο (κύκλο µήκους3 ).   

 

β) Σε ένα επίπεδο γράφηµα στο οποίο όλες οι όψεις έχουν βαθµό 5  ή 6  δείξτε ότι               

1. Αν ο βαθµός κάθε κορυφής είναι τουλάχιστον 3 τότε υπάρχουν τουλάχιστον 12 όψεις 

βαθµού 5 και                                                                                                                                   

2. Αν όλες οι κορυφές έχουν βαθµό ακριβώς 3 τότε υπάρχουν ακριβώς 12 όψεις βαθµού 5.   

γ) Να αποδειχθεί πως αν τρία µονοπάτια 1P , 2P , 3P  ενός δέντρου είναι ανά δύο τεµνόµενα 

(δηλαδή κάθε δύο από αυτά έχουν µια κοινή κορυφή) τότε υπάρχει µια κορυφή του T που 

να ανήκει ταυτόχρονα και στα τρία.  

Θέµα 3 (∆ιµερή γραφήµατα, 1.8 µονάδες) 

 

α) Να δείξετε ότι για κάθε (απλό µη-κατευθυνόµενο) συνεκτικό διµερές γράφηµα ( )EVG ,  

υπάρχει µία µοναδική διαµέριση των κορυφών του V σε δύο ανεξάρτητα σύνολα. Πόσες 

διαφορετικές διαµερίσεις υπάρχουν αν το G έχει 2≥k συνεκτικές συνιστώσες; 

β) Θεωρούµε ένα απλό µη-κατευθυνόµενο συνεκτικό γράφηµα ( )EVG ,  µε 2≥n  κορυφές 

και 1≥m  ακµές. Συµβολίζουµε µε ( )GY  το γράφηµα που προκύπτει από την υποδιαίρεση 

όλων των ακµών του G . Για την υποδιαίρεση µιας ακµής { },, vue =  διαγράφουµε την 

e και προσθέτουµε µία νέα κορυφή 
e

x που είναι γειτονική µόνο µε τα άκρα u και v  της 

ακµής e . (i) Να δείξετε ότι το ( )GY  είναι διµερές γράφηµα και να υπολογίσετε το πλήθος 

των κορυφών και των ακµών του (µε δεδοµένο ότι το G έχει n κορυφές και m ακµές). (ii) 

Να δείξετε ότι το ( )GY  έχει κύκλο Hamilton αν και µόνο αν το γράφηµα G  είναι ο κύκλος 

n
C  µε n  κορυφές. 

 



Θέµα 4 (Κύκλος Euler, Κύκλος Hamilton, 1.8 µονάδες) 

α) Να δείξετε ότι µπορούµε πάντα να προσανατολίσουµε όλες τις ακµές ενός µη 

κατευθυνόµενου συνεκτικού γραφήµατος G ώστε για κάθε κορυφή u , ο προς-τα-έσω 

βαθµός και ο προς-τα-έξω βαθµός της u είτε να είναι ίσοι είτε να διαφέρουν κατά 1.  

β) Έστω µη-κατευθυνόµενο συνεκτικό γράφηµα G το οποίο έχει 2≥k κορυφές περιττού 

βαθµού. Να δείξετε ότι το σύνολο των ακµών του G µπορεί να διαµεριστεί σε 2k  

µονοκονδυλιές που δεν έχουν κοινές ακµές µεταξύ τους.  

γ) Έστω γράφηµα G και έστω x µια κορυφή του G τέτοια ώστε το xG −  να έχει κύκλο 

Hamilton. Υποθέτουµε ότι το G έχει δύο κορυφές u και v  που έχουν βαθµό 3 και είναι 

γειτονικές µε την x . (i) Να δείξετε ότι αν οι u και v συνδέονται µεταξύ τους, τότε και το 

G  έχει κύκλο Hamilton. (ii) Να δείξετε ότι αν οι u και v δεν συνδέονται µεταξύ τους, τότε 

το G  δεν έχει απαραίτητα κύκλο Hamilton. 

  

Θέµα 5 (Ισοµορφισµός 1.3 µον.) 

 

α)  Να σχεδιάσετε όλα τα αυτοσυµπληρωµατικά γραφήµατα µε 7 κορυφές το πολύ.  

β) Μεταξύ 1990 πληροφορικών, όπου καθένας συνεργάζεται µε τουλάχιστον 1327 άλλους 

πληροφορικούς, δείξτε ότι υπάρχουν 4 πληροφορικοί οι οποίοι είναι ανά δύο συνεργάτες.  

 

 Θέµα 6 (Επιπεδότητα, Χρωµατικός αριθµός, 1.8 µονάδες) 

 

α) Έστω G  γράφηµα που δεν είναι επίπεδο. Να αποδειχθεί πως ( ) 3≥∆ G  (µέγιστος 

βαθµός). Να αποδειχθεί επίσης πως δεν ισχύει το αντίστροφο. 

β) Να αποδειχθεί πως κάθε επίπεδο γράφηµα είναι η ένωση 5  δασών το πολύ. Η ένωση 

δύο γραφηµάτων ( )111 , EVG  και ( )222 , EVG  είναι το γράφηµα ( )2121 , EEVVG UU . Στο 

σχήµα που ακολουθεί, το επίπεδο γράφηµα στα αριστερά (Α) είναι η ένωση των τριών 

δασών στα δεξιά (b,c και d). 

 

 
 

γ) Να αποδειχθεί πως για κάθε γράφηµα G  υπάρχει διαµέριση των κόµβων του σε δύο 

σύνολα 1V  και 2V τέτοια ώστε για τα επαγόµενα υπογραφήµατα 1G  και 2G  να ισχύει  

( ) ( ) ( )GGG χχχ =+ 21 . Αν το γράφηµα δεν είναι πλήρες τότε υπάρχει άλλη διαµέριση 

τέτοια ώστε ( ) ( ) ( )GGG χχχ >+ 21 . 

 


