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3ç ÓåéñÜ �ñáð�þí ÁóêÞóåùí - Çì/íßá �áñÜäïóçò 17/12/2018

¢óêçóç 1: Ìáêñý�åñï ÌïíïðÜ�é óå ÄÝí�ñï

Èåùñïýìå Ýíá äÝí�ñï T (V;E) ðïõ áíáðáñßó�á�áé ìå ëßó�á ãåé�íßáóçò. Óå êÜèå êïñõöÞ u �ïõ T

Ý÷ïõìå Ýíá (åíäå÷ïìÝíùò áñíç�éêü) âÜñïò w(u) 2 Z (ð.÷., �ï w(u) èá ìðïñïýóå íá åßíáé �ï êÝäñïò

Þ ç æçìéÜ åíüò ðëáíüäéïõ ðùëç�Þ ðïõ åðéóêÝð�å�áé �çí êïñõöÞ u). ÈÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå

Ýíá (áðëü) ìïíïðÜ�é p ðïõ ìåãéó�ïðïéåß �ï óõíïëéêü âÜñïò w(p) =

P

u2p

w(u) �ùí êïñõöþí ðïõ

óõìðåñéëáìâÜíïí�áé ó�ï p. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Íá

áé�éïëïãÞóå�å ðñïóåê�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

¢óêçóç 2: Ìéá ÓõíÜñ�çóç Êüó�ïõò óå Êá�åõèõíüìåíá �ñáöÞìá�á (DPV 3.25)

Èåùñïýìå Ýíá êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E) ó�ï ïðïßï êÜèå êïñõöÞ u 2 V Ý÷åé ìßá èå�éêÞ

�éìÞ p(u) 2 N . Ôï êüó�ïò 
(u) êÜèå êïñõöÞò u 2 V åßíáé ç �éìÞ �çò öèçíü�åñçò êïñõöÞò ðïõ åßíáé

ðñïóðåëÜóéìç áðü �ç u (óõìðåñéëáìâáíïìÝíçò êáé �çò ßäéáò �çò u). Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï

ãñáììéêïý ÷ñüíïõ ðïõ õðïëïãßæåé �ï êüó�ïò 
(u) ãéá üëåò �éò êïñõöÝò u 2 V . Íá áé�éïëïãÞóå�å

�çí ïñèü�ç�á �ùí áëãïñßèìùí ó�á (á) êáé (â).

(á) Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ãñáììéêïý ÷ñüíïõ ãéá �çí ðåñßð�ùóç ðïõ �ï G åßíáé Ýíá Êá�åõèõ-

íüìåíï Áêõêëéêü �ñÜöçìá (DAG).

(â) ×ñçóéìïðïéþí�áò �çí Ýííïéá �ùí éó÷õñÜ óõíåê�éêþí óõíéó�ùóþí, íá ãåíéêåýóå�å �ïí áëãüñéèìï

�ïõ (á) þó�å íá åöáñìüæå�áé óå êÜèå êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G.

¢óêçóç 3: ÊëÝö�åò êáé Áó�õíüìïé

Ïé ößëïé óáò, Êþó�áò êáé ÁíäñÝáò, Ý÷ïõí �åëåõ�áßá ðáèéáó�åß ìå Ýíá êáéíïýñãéï åðé�ñáðÝæéï

ðïõ èõìßæåé �ï ðáéäéêü ðáé÷íßäé ``ÊëÝö�åò êáé Áó�õíüìïé''. Ôï ðáé÷íßäé âáóßæå�áé óå Ýíá ÷Üñ�ç,

ó�ç ìïñöÞ åíüò áðëïý óõíåê�éêïý ìç êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò G(V;E) ìå ìéá äéáêåêñéìÝíç

êïñõöÞ d 2 V , �ï êá�áöýãéï. Ôï ðáé÷íßäé Ý÷åé Ýíáí öáí�åæß ìç÷áíéóìü ðïõ êáèïñßæåé ìéá �õ÷áßá

áñ÷éêÞ êïñõöÞ t 2 V ãéá �ïí Êþó�á (ðïõ õðïäýå�áé ðÜí�á �ïí ``êëÝö�ç'') êáé ìéá (äéáöïñå�éêÞ)

�õ÷áßá áñ÷éêÞ êïñõöÞ p 2 V ãéá �ïí ÁíäñÝá (ðïõ õðïäýå�áé ðÜí�á �ïí ``áó�õíüìï''). Ï Êþó�áò êáé

ï ÁíäñÝáò �ïðïèå�ïýí �á ðéüíéá �ïõò ó�éò áí�ßó�ïé÷åò áñ÷éêÝò êïñõöÝò êáé �ï ðáé÷íßäé îåêéíÜ. Ïé

ðáßê�åò ðáßæïõí åíáëëÜî, ìå �ïí Êþó�á íá Ý÷åé ðÜí�á �çí ðñþ�ç êßíçóç. Óå êÜèå ãýñï, ï ðáßê�çò

ðïõ Ý÷åé óåéñÜ ðñÝðåé íá ìå�áêéíÞóåé �ï ðéüíé �ïõ áðü �çí êïñõöÞ u, üðïõ áõ�ü âñßóêå�áé, óå

üðïéá ãåé�ïíéêÞ êïñõöÞ �çò u åðéèõìåß (�ï ðéüíé äåí ìðïñåß íá ðáñáìåßíåé ó�Üóéìï ó�ç u). ¸íáò

åðéðëÝïí ðåñéïñéóìüò åßíáé ü�é ï ÁíäñÝáò äåí ìðïñåß íá ìå�áêéíÞóåé �ï ðéüíé �ïõ ó�ï êá�áöýãéï. Ï

Êþó�áò êåñäßæåé �ï ðáé÷íßäé áí êá�áöÝñåé íá ö�Üóåé ó�ï êá�áöýãéï d, ðñéí ï ÁíäñÝáò ðñïëÜâåé íá
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âñåèåß ó�çí ßäéá êïñõöÞ ìå áõ�üí. Ï ÁíäñÝáò êåñäßæåé �ï ðáé÷íßäé áí âñåèåß ó�çí ßäéá êïñõöÞ ìå

�ïí Êþó�á, ðñéí ï Êþó�áò ö�Üóåé ó�ï êá�áöýãéï. Áí óå êÜðïéï ãýñï åðáíáëçöèåß ç èÝóç êÜðïéïõ

ðñïçãïýìåíïõ ãýñïõ, �ï ðáé÷íßäé ïëïêëçñþíå�áé ìå éóïðáëßá.

ÈáõìÜæå�å âÝâáéá �çí �åëåéü�ç�á ðïõ Ý÷ïõí êá�áê�Þóåé ïé ößëïé óáò óå áõ�ü �ï ðáé÷íßäé. ¸÷å�å

äéáðéó�þóåé ü�é �üóï ï Êþó�áò üóï êáé ï ÁíäñÝáò åðéëÝãïõí ðÜí�á ìå âÝë�éó�ï �ñüðï �çí åðü-

ìåíÞ �ïõò êßíçóç. ÁëëÜ áõ�ü êÜíåé �ï ðáé÷íßäé áðïëý�ùò ðñïâëÝøéìï, êáé Ý÷å�å êïõñáó�åß íá �ïõò

ðáñáêïëïõèåß�å. �éá íá �ïõò áðïäåßîå�å ü�é �ï ðáé÷íßäé åßíáé ðñïâëÝøéìï (åðåéäÞ áêñéâþò êáé ïé

äýï ðáßæïõí ðëÝïí âÝë�éó�á), èÝëå�å íá õðïëïãßóå�å �ï áðï�Ýëåóìá �ïõ ðáé÷íéäéïý ãéá êÜèå ðéèáíü

æåõãÜñé áñ÷éêþí êïñõöþí (t; p), t 6= p. Åëðßæå�å ü�é áí ïé ößëïé óáò äïõí �á áðï�åëÝóìá�á, èá

÷Üóïõí �ï åíäéáöÝñïí �ïõò ãéá �ï ðáé÷íßäé, êáé èá âãåß�å êáé êáìéÜ âüë�á.

Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé �ï áðï�Ýëåóìá �ïõ ðáé÷íéäéïý ãéá

êÜèå ðéèáíü æåõãÜñé áñ÷éêþí êïñõöþí (t; p), t 6= p. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðï-

ëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò. Õðüäåéîç: Ìðïñïýìå íá êá�áãñÜøïõìå üëåò �éò

êá�áó�Üóåéò �ïõ ðáé÷íéäéïý ùò (èÝóç Êþó�á; èÝóç ÁíäñÝá; åðüìåíïò ðáßê�çò) êáé íá âñïýìå üëåò

�éò ðéèáíÝò åðüìåíåò êá�áó�Üóåéò ãéá êÜèå êá�Üó�áóç.

¢óêçóç 4: Ôï Óýíïëï �ùí Óõíäå�éêþí ÄÝí�ñùí (ÊÔ 4.27 êáé KT 4.28)

Èåùñïýìå Ýíá óõíåê�éêü ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E) ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò.

(á) ¸ó�ù T

1

êáé T

2

äýï äéáöïñå�éêÜ óõíäå�éêÜ äÝí�ñá �ïõ G. Íá äåßîå�å ü�é ãéá êÜèå áêìÞ

e 2 T

1

n T

2

, õðÜñ÷åé áêìÞ e

0

2 T

2

n T

1

, �Ý�ïéá þó�å �ï (T

1

n feg) [ fe

0

g åßíáé óõíäå�éêü äÝí�ñï. Íá

äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ ìå äåäïìÝíá �á T

1

, T

2

êáé e, õðïëïãßæåé ìéá �Ý�ïéá áêìÞ e

0

.

(â) Ó÷çìá�ßæïõìå ãñÜöçìá H ðïõ êÜèå êïñõöÞ �ïõ áí�éó�ïé÷åß óå Ýíá äéáöïñå�éêü óõíäå�éêü

äÝí�ñï �ïõ G. Äýï óõíäå�éêÜ äÝí�ñá T

1

êáé T

2

�ïõ G (êïñõöÝò �ïõ H) óõíäÝïí�áé ìå áêìÞ ó�ï H

áí äéáöÝñïõí êá�Ü ìßá ìüíï áêìÞ, äçë. áí jT

1

n T

2

j = jT

2

n T

1

j = 1. Íá äåßîå�å ü�é �ï H åßíáé

óõíåê�éêü êáé ü�é ç áðüó�áóç (ó�ï H) ìå�áîý äýï óõíäå�éêþí äÝí�ñùí T

1

êáé T

2

�ïõ G åßíáé ßóç

ìå jT

1

n T

2

j. Íá åîçãÞóå�å ðùò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ïí áëãüñéèìï �ïõ (á) ãéá íá õðïëïãßóïõìå

Ýíá óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é (ó�ï H) ìå�áîý �ùí T

1

êáé T

2

.

(ã) Èåùñïýìå ìéá äéáìÝñéóç �ùí áêìþí �ïõG óå äýï óýíïëá E

1

êáé E

2

. Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü

áëãüñéèìï ðïõ ìå åßóïäï �ï G(V;E), �á óýíïëá E

1

êáé E

2

, êáé Ýíáí öõóéêü k, 1 � k � n � 1,

õðïëïãßæåé Ýíá óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G ìå áêñéâþò k áêìÝò ó�ï E

1

. Áí äåí õðÜñ÷åé �Ý�ïéï äÝí�ñï,

ï áëãüñéèìüò óáò èá ðñÝðåé íá �ï äéáðéó�þíåé. Õðüäåéîç: Ìðïñåß íá óáò âïçèÞóåé �ï (â).

¢óêçóç 5: Ìïíáäéêü�ç�á ÅëÜ÷éó�ïõ Óõíäå�éêïý ÄÝí�ñïõ

Èåùñïýìå Ýíá óõíåê�éêü ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E;w) ìå âÜñç ó�éò áêìÝò. Åßíáé ãíùó�ü

(ð.÷. äåß�å �ï 6.á, ó�çí 3ç óåéñÜ ðñï�åéíüìåíùí áóêÞóåùí) ü�é áí üëåò ïé áêìÝò �ïõ G Ý÷ïõí

äéáöïñå�éêÜ âÜñç, �ü�å �ï ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï (ÅÓÄ) �ïõ G åßíáé ìïíáäéêü.

(á) Íá äåßîå�å ü�é �ï áí�ßó�ñïöï äåí éó÷ýåé. ÄçëáäÞ, íá äþóå�å ðáñÜäåéãìá ãñáöÞìá�ïò ìå ìïíá-

äéêü ÅÓÄ, �ï ïðïßï Ý÷åé áêìÝò ßäéïõ âÜñïõò.

(â) Íá äåßîå�å ü�é áí ãéá êÜèå �ïìÞ (S; V n S) �ïõ G(V;E;w), ç áêìÞ åëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò ðïõ

äéáó÷ßæåé �çí (S; V nS) åßíáé ìïíáäéêÞ, �ü�å �ï G Ý÷åé ìïíáäéêü ÅÓÄ. ¼ðùò êáé ó�ï (á), íá äåßîå�å

ü�é �ï áí�ßó�ñïöï äåí éó÷ýåé.
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(ã) Íá äéá�õðþóå�å ìéá éêáíÞ êáé áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá �ç ìïíáäéêü�ç�á �ïõ ÅÓÄ óå Ýíá óõíåê�éêü

ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E;w) (êáé íá áðïäåßîå�å ü�é ç óõíèÞêç ðïõ äéá�õðþóá�å åßíáé

ðñÜãìá�é éêáíÞ êáé áíáãêáßá).

(ä) Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü áëãüñéèìï ìå ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á O(jV j

2

+ jEj log jEj) ðïõ

åëÝã÷åé êá�Ü ðüóï Ýíá óõíåê�éêü ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E;w) Ý÷åé ìïíáäéêü ÅÓÄ. Íá

áé�éïëïãÞóå�å áíáëõ�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

Èá õðÜñ÷åé åðéðëÝïí âáèìïëïãßá (bonus) ãéá áðáí�Þóåéò ìå ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á O(jEj log jEj).
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