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✁✂✄☎✆✝✞✟✠✡ ☛ ☞☎✠✌✂✍✎✝✞✏ ✑✒✆✝✓✄ ✔✕✖✟✝✓✍✡ ✗✓✘✍✖✝✘✕✙✝✂✝✞✏

✚✛✜✢✣✜✢✤

❆✩✵✧✸✲✦✭✵★✸✩

Turing Machines
✱✩✲✯✭★✲✬✳★✴★✵✶

✷✸✹✺✴✯✻★✵✶ ✷✴✬✰✰✯✰

✼✧✬✭✴✯✰ ✽ ✥✮✯ ✾✸✴✶✩✸✹★✬✴ ✿★✯✧✬✧✭✮✶

✥✮✯ ❀✵✧✦✭✵✦✧✯ ✸❁ ❂✾

❃✬✩✲✸✹★❄✯✲ ✷✸✹✺✦✵✬✵★✸✩

❂✸✩❅✱✩★❁✸✧✹ ✷✸✹✺✴✯✻★✵✶

❆✩✵✯✧✬✭✵★❇✯ ✾✧✸✸❁✰

❆✩✬✺✺✧✸✻★✹✬✳★✴★✵✶

❈✯✧✬✩✲✸✹★❄✬✵★✸✩ ✸❁ ✷✸✹✺✴✯✻★✵✶ ✷✴✬✰✰✯✰

✷✸✦✩✵★✩✪ ✷✸✹✺✴✯✻★✵✶

❉✺★✴✸✪✦✯



✔�

✁✂✄☎✆✝✞✟✠✡ ☛ ☞☎✠✌✂✍✎✝✞✏ ✑✒✆✝✓✄ ✔✕✖✟✝✓✍✡ ✗✓✘✍✖✝✘✕✙✝✂✝✞✏

✁✍✂✓✝✞✝☎✓✡

❈✯✄✩★✵★✸✩

➲ ✥✦✧★✩✪ ✫✬✭✮★✩✯ ☎ ★✰ ✬ ❏✦★✩✵✦✺✴✯ ☎ ❂ ✭✆✱✝✱ ✞✱ ✟✵✱ ✠✮❍

✆ ❂ ④✟✵✱ ✟✶✱ ✟✷✱ ✟✸✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ✟✡✱ ✟☛☞✌✱ ✟✍✎⑥ ★✰ ✬ ✄✩★✵✯ ✰✯✵ ✸❁ ✰✵✬✵✯✰▲

✝ ★✰ ✵✮✯ ✬✴✺✮✬✳✯✵▲ ✥✮✯ ✵✬✺✯ ✬✴✺✮✬✳✯✵ ★✰ ✏ ❂ ✝ ✑ ④✒⑥▲

✟✵ ✓ ✆ ★✰ ✵✮✯ ★✩★✵★✬✴ ✰✵✬✵✯▲

✠ ✔ ✆ ★✰ ✵✮✯ ✰✯✵ ✸❁ ✄✩✬✴ ✰✵✬✵✯✰▲

✞ ✿ ✭✆ ❭ ✠✮ × ✏ ✕ ✆ × ✏ × ④✖✱ ✗✱ ✘⑥ ★✰ ✵✮✯ ✵✧✬✩✰★✵★✸✩ ❁✦✩✭✵★✸✩▲

➲ ✥✙ ★✰ ✬ ✚✺✧✸✪✧✬✹✹★✩✪ ✴✬✩✪✦✬✪✯✛ ✜★✵✮ ✬ ✰★✩✪✴✯ ✲✬✵✬ ✰✵✧✦✭✵✦✧✯ ♣✬

✵✬✺✯s❯ ✬✩✲ ✬ ✭✦✧✰✸✧❯ ✜✮★✭✮ ✹✸❇✯✰ ✴✯❁✵ ✬✩✲ ✧★✪✮✵ ✸✩ ✵✮✯ ✵✬✺✯▲

✢✦✩✭✵★✸✩ ✞ ★✰ ✵✮✯ program ✸❁ ✵✮✯ ✹✬✭✮★✩✯▲

✔✣

✁✂✤☎✆✝✞✟✠✡ ✥ ☞☎✠✦✂✍✧✝✞★ ✑✒✆✝✓✤ ✩✕✖✟✝✓✍✡ ✪✓✘✍✖✝✘✕✙✝✂✝✞★

✁✍✂✓✝✞✝☎✓✡

✫✢✬✛✜✯ ✰✲✴✹✛✜✣✤ ✲✜✘ ✺✲✜✯✢✲✯✣✤

✻✯✄✩★✵★✸✩

✼✯✵ ✗ ✔ ✝✽ ✳✯ ✬ ✴✬✩✪✦✬✪✯ ✬✩✲ ☎ ✬ ✥✙ ✰✦✭✮ ✵✮✬✵❯ ❁✸✧ ✯❇✯✧✶ ✰✵✧★✩✪

✾ ✓ ✝✽❍

❀❁ ✾ ✓ ✗❯ ✵✮✯✩ ☎✭✾✮ ❂ ✚✶✯✰✛

❀❁ ✾ ❁✓ ✗❯ ✵✮✯✩ ☎✭✾✮ ❂ ✚✩✸✛

✥✮✯✩ ✜✯ ✰✬✶ ✵✮✬✵ ☎ decides ✗▲

➲✴✵✯✧✩✬✵★❇✯✴✶❯ ✜✯ ✰✬✶ ✵✮✬✵☎✭✾✮ ❂ ✗✭✾✮❯ ✜✮✯✧✯ ✗✭✾✮ ❂ ❃❄✭✾✮ ★✰ ✵✮✯

❅❆❇❈❇❅❉❊❈❋●❉❋❅ ❍■❏❅❉❋❑❏ ✸❁ ✗ ♣★❁ ✜✯ ✭✸✩✰★✲✯✧ ▲ ✬✰ ✚✶✯✰✛ ✬✩✲ ▼ ✬✰

✚✩✸✛s▲

❀❁ ✗ ★✰ ✲✯✭★✲✯✲ ✳✶ ✰✸✹✯ ✥✙ ☎❯ ✵✮✯✩ ✗ ★✰ ✭✬✴✴✯✲ ✬ recursive

language▲

✔◆

✁✂✤☎✆✝✞✟✠✡ ✥ ☞☎✠✦✂✍✧✝✞★ ✑✒✆✝✓✤ ✩✕✖✟✝✓✍✡ ✪✓✘✍✖✝✘✕✙✝✂✝✞★

✁✍✂✓✝✞✝☎✓✡

✻✯✄✩★✵★✸✩

❀❁ ❁✸✧ ✬ ✴✬✩✪✦✬✪✯ ✗ ✵✮✯✧✯ ★✰ ✬ ✥✙ ☎❯ ✜✮★✭✮ ★❁ ✾ ✓ ✗ ✵✮✯✩ ☎✭✾✮ ❂ ✚✶✯✰✛❯

✬✩✲ ★❁ ✾ ❁✓ ✗ ✵✮✯✩ ☎✭✾✮ ❖❯ ✜✯ ✭✬✴✴ ✗ recursively enumerable▲

P◗➄ ❘❙❚❯ ❱ ❲❽ ➊❽❻❿ ➀➇❻➀❘ ❳➁❽❺ ❿➁➀ ➇❻➉➀ ➁❿ ❹❿❾➐➀ ❚ ➓❹➀ ❼➐❿❺ ❨➁❼❽❩❽❼➛❬

✥✮✯✸✧✯✹

❪❍ ✗ ❋● ❈❊❅■❈●❋❫❊❴ ❉❆❊❏ ❋❉ ❋● ❈❊❅■❈●❋❫❊❵❛ ❊❏■❜❊❈❇❝❵❊❞

Proof❍ ❡✾❊❈❅❋●❊

✻✯✄✩★✵★✸✩

❀❁ ❍ ★✰ ✬ ❁✦✩✭✵★✸✩❯ ❍ ✿ ✝✽ ✕ ✝✽❯ ✜✯ ✰✬✶ ✵✮✬✵ ✬ ✥✙ ☎ ✭✸✹✺✦✵✯✰ ❍ ★❁❯ ❁✸✧

✬✩✶ ✰✵✧★✩✪ ✾ ✓ ✝✽❯ ☎✭✾✮ ❂ ❍✭✾✮▲ ❀❁ ✰✦✭✮ ☎ ✯❢★✰✵✰❯ ❍ ★✰ ✭✬✴✴✯✲ ✬

recursive function▲

✥✦✧★✩✪✙✬✭✮★✩✯✰ ✭✬✩ ✳✯ ✵✮✸✦✪✮✵ ✬✰ ✬✴✪✸✧★✵✮✹✰ ❁✸✧ ✰✸✴❇★✩✪ ✰✵✧★✩✪

✧✯✴✬✵✯✲ ✺✧✸✳✴✯✹✰▲
✔❣

✁✂✤☎✆✝✞✟✠✡ ✥ ☞☎✠✦✂✍✧✝✞★ ✑✒✆✝✓✤ ✩✕✖✟✝✓✍✡ ✪✓✘✍✖✝✘✕✙✝✂✝✞★

✁✍✂✓✝✞✝☎✓✡

✰✢✙✢✛✢✲❤✣ ✫✢✬✛✜✯ ✰✲✴✹✛✜✣✤

✐✯ ✭✬✩ ✯❢✵✯✩✲ ✵✮✯ ✺✧✯❇★✸✦✰ ✥✦✧★✩✪✙✬✭✮★✩✯ ✲✯✄✩★✵★✸✩ ✵✸ ✸✳✵✬★✩ ✬

✥✦✧★✩✪✙✬✭✮★✩✯ ✜★✵✮ ✹✦✴✵★✺✴✯ ✵✬✺✯✰❍

✻✯✄✩★✵★✸✩

➲ ❥❅✵✬✺✯ ✥✦✧★✩✪✙✬✭✮★✩✯ ☎ ★✰ ✬ ❦✦★✩✵✦✺✴✯ ☎ ❂ ✭✆✱✝✱ ✞✱ ✟✵✱ ✠✮❍

✆ ❂ ④✟✵✱ ✟✶✱ ✟✷✱ ✟✸✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ✟✡✱ ✟❧♠♥♦✱ ✟☛☞✌✱ ✟✍✎⑥ ★✰ ✬ ✄✩★✵✯ ✰✯✵ ✸❁ ✰✵✬✵✯✰▲

✝ ★✰ ✵✮✯ ✬✴✺✮✬✳✯✵▲ ✥✮✯ ✵✬✺✯ ✬✴✺✮✬✳✯✵ ★✰ ✏ ❂ ✝ ✑ ④✒⑥▲

✟✵ ✓ ✆ ★✰ ✵✮✯ ★✩★✵★✬✴ ✰✵✬✵✯▲

✠ ✔ ✆ ★✰ ✵✮✯ ✰✯✵ ✸❁ ✄✩✬✴ ✰✵✬✵✯✰▲

✞ ✿ ✭✆ ❭ ✠✮×✏♣ ✕ ✆× ✭✏× ④✖✱ ✗✱ ✘⑥✮♣ ★✰ ✵✮✯ ✵✧✬✩✰★✵★✸✩ ❁✦✩✭✵★✸✩▲



✔�

✁✂✤☎✆✝✞✟✠✡ ✥ ☞☎✠✦✂✍✧✝✞★ ✑✒✆✝✓✤ ✩✕✖✟✝✓✍✡ ✪✓✘✍✖✝✘✕✙✝✂✝✞★

✁✆☎✦✍✆✞✝✍✡ ☎✂ ✑✒✆✝✓✤ ✩✕✖✟✝✓✍✡

✄✛✢✜✘✤ ✛✜ ✫✢✬✛✜✯ ✰✲✴✹✛✜✣✤

✐✯ ✜★✴✴ ✭✮✬✧✬✭✵✯✧★☎✯ ✵✮✯ ✚✺✯✧❁✸✧✹✬✩✭✯✛ ✸❁ ✬ ✥✦✧★✩✪✙✬✭✮★✩✯ ✳✶

✵✮✯ ✬✹✸✦✩✵ ✸❁ ❉❋❜❊ ✬✩✲ ●✆❇❅❊ ✧✯❦✦★✧✯✲ ✸✩ ★✩✰✵✬✩✭✯✰ ✸❁ ✰★☎✯ ❏❯ ✜✮✯✩

✵✮✯✰✯ ✬✹✸✦✩✵✰ ✬✧✯ ✯❢✺✧✯✰✰✯✲ ✬✰ ✬ ❁✦✩✭✵★✸✩ ✸❁ ❏▲

✻✯✄✩★✵★✸✩

✼✯✵ ✝ ✿ ◆ ✕ ◆▲✐✯ ✰✬✶ ✵✮✬✵ ✹✬✭✮★✩✯ ☎ ✸✺✯✧✬✵✯✰ ✜★✵✮★✩ ✵★✹✯ ✝✭❏✮ ★❁❯

❁✸✧ ✬✩✶ ★✩✺✦✵ ✰✵✧★✩✪ ✾❯ ✵✮✯ ✵★✹✯ ✧✯❦✦★✧✯✲ ✳✶ ☎ ✵✸ ✧✯✬✭✮ ✬ ✄✩✬✴ ✰✵✬✵✯ ★✰ ✬✵

✹✸✰✵ ✝✭⑤✾⑤✮▲ ✢✦✩✭✵★✸✩ ✝ ★✰ ✬ time bound ❁✸✧ ☎▲

✻✯✄✩★✵★✸✩

✼✯✵ ✖ ✿ ◆ ✕ ◆▲✐✯ ✰✬✶ ✵✮✬✵ ✹✬✭✮★✩✯ ☎ ✸✺✯✧✬✵✯✰ ✜★✵✮★✩ ✰✺✬✭✯ ✖✭❏✮ ★❁❯

❁✸✧ ✬✩✶ ★✩✺✦✵ ✰✵✧★✩✪ ✾❯ ☎ ❇★✰★✵✰ ✬✵ ✹✸✰✵ ✖✭⑤✾⑤✮ ✴✸✭✬✵★✸✩✰ ✸✩ ★✵✰ ✜✸✧❥ ✵✬✺✯✰

♣✯❢✭✴✦✲★✩✪ ✵✮✯ ★✩✺✦✵ ✵✬✺✯s ✲✦✧★✩✪ ★✵✰ ✭✸✹✺✦✵✬✵★✸✩▲ ✢✦✩✭✵★✸✩ ✖ ★✰ ✬ space

bound ❁✸✧ ☎▲

✔✞

✁✂✤☎✆✝✞✟✠✡ ✥ ☞☎✠✦✂✍✧✝✞★ ✑✒✆✝✓✤ ✩✕✖✟✝✓✍✡ ✪✓✘✍✖✝✘✕✙✝✂✝✞★

✁✆☎✦✍✆✞✝✍✡ ☎✂ ✑✒✆✝✓✤ ✩✕✖✟✝✓✍✡

✰✢✙✢✛✢✲❤✣ ✫✢✬✛✜✯ ✰✲✴✹✛✜✣✤

✥✮✯✸✧✯✹

✟❋❫❊❏ ❇❏❛ ✠✡❉❇✆❊ ✝■❈❋❏☛ ☎❇❅❆❋❏❊ ☎ ❑✆❊❈❇❉❋❏☛ ☞❋❉❆❋❏ ❉❋❜❊ ✝✭❏✮❴ ☞❊ ❅❇❏

❅❑❏●❉❈■❅❉ ❇ ✝☎ ☎✌ ❑✆❊❈❇❉❋❏☛ ☞❋❉❆❋❏ ❉❋❜❊ ❖ ✝✷✭❏✮ ●■❅❆ ❉❆❇❉❴ ❍❑❈ ❇❏❛

❋❏✆■❉ ✾ ✓ ✝✽❴ ☎✭✾✮ ❂ ☎✌✭✾✮❞

Proof❍ ✍❽❽ ✎➇❬✏❬✑ ➓❾❬✒✓➛ ❹❿ ✔✑✕❬

✥✮★✰ ★✰ ✬ ✰✵✧✸✩✪ ✯❇★✲✯✩✭✯ ✸❁ ✵✮✯ ✧✸✳✦✰✵✩✯✰✰ ✸❁ ✸✦✧ ✹✸✲✯✴❍ ✖✗✗❋❏☛ ❇

❝❑■❏✗❊✗ ❏■❜❝❊❈ ❑❍ ●❉❈❋❏☛● ✗❑❊● ❏❑❉ ❋❏❅❈❊❇●❊ ❉❆❊❋❈ ❅❑❜✆■❉❇❉❋❑❏❇❵

❅❇✆❇❝❋❵❋❉❋❊●❴ ❇❏✗ ❇✘❊❅❉● ❉❆❊❋❈ ❊✙❅❋❊❏❅❛ ❑❏❵❛ ✆❑❵❛❏❑❜❋❇❵❵❛▲

✔✚

✁✂✤☎✆✝✞✟✠✡ ✥ ☞☎✠✦✂✍✧✝✞★ ✑✒✆✝✓✤ ✩✕✖✟✝✓✍✡ ✪✓✘✍✖✝✘✕✙✝✂✝✞★

✁✆☎✦✍✆✞✝✍✡ ☎✂ ✑✒✆✝✓✤ ✩✕✖✟✝✓✍✡

✺✛✜✣✲✬ ✛❤✣✣✘✢❤

✥✮✯✸✧✯✹

✗❊❉ ☎ ❝❊ ❇ ✝☎ ❉❆❇❉ ✗❊❅❋✗❊● ✗ ✔ ✝✽❴ ❉❆❇❉ ❑✆❊❈❇❉❊● ☞❋❉❆❋❏ ❉❋❜❊ ✝✭❏✮❞

✝❆❊❏❴ ❍❑❈ ❊❫❊❈❛ ✜ ❃ ✵❴ ❉❆❊❈❊ ❋● ❇ ✝☎ ☎✌ ☞❆❋❅❆ ✗❊❅❋✗❊● ❉❆❊ ●❇❜❊

❵❇❏☛■❇☛❊ ❇❏✗ ❑✆❊❈❇❉❊● ☞❋❉❆❋❏ ❉❋❜❊ ✝✌✭❏✮ ❂ ✜✝✭❏✮ ✰ ❏ ✰ ✷❞

Proof❍ ✍❽❽ ✎➇❬✏❬✏ ➓❾❬✒✏➛ ❹❿ ✔✑✕❬

✢❨➑ ❨➁❼ ❽➍❻➊❾➉❽➑ ✣ ❹❺ ➉❹❿❽❻❼➑ ❹❬❽❬ ❺➁➊❽➀➇❹❿➜ ➉❹✤❽ ✥✦➑ ➀➇❽❿ ➀➇❹❺ ➀➇❽➁❼❽➊

❺➀❻➀❽❺ ➀➇❻➀ ➀➇❽ ➆➁❿❺➀❻❿➀ ✥ ➆❻❿ ➈❽ ➊❻❳❽ ❻❼➈❹➀❼❻❼❹➉➄ ➆➉➁❺❽ ➀➁ ✶❬ ✍➁➑ ❹➀ ❹❺ ❨❻❹❼

➀➁ ❺➀❻❼➀ ➐❺❹❿➜ ➀➇❽ ✧ ❙➲❯ ❿➁➀❻➀❹➁❿ ❹❿ ➁➐❼ ➀❹➊❽ ➈➁➐❿❳❺❬

➲ ✰★✹★✴✬✧ ✵✮✯✸✧✯✹ ✮✸✴✲✰ ❁✸✧ ✰✺✬✭✯❍

✥✮✯✸✧✯✹

✗❊❉ ☎ ❝❊ ❇ ✝☎ ❉❆❇❉ ✗❊❅❋✗❊● ✗ ✔ ✝✽❴ ❉❆❇❉ ❑✆❊❈❇❉❊● ☞❋❉❆❋❏ ●✆❇❅❊ ✖✭❏✮❞

✝❆❊❏❴ ❍❑❈ ❊❫❊❈❛ ✜ ❃ ✵❴ ❉❆❊❈❊ ❋● ❇ ✝☎ ☎✌ ☞❆❋❅❆ ✗❊❅❋✗❊● ❉❆❊ ●❇❜❊

❵❇❏☛■❇☛❊ ❇❏✗ ❑✆❊❈❇❉❊● ☞❋❉❆❋❏ ●✆❇❅❊ ✖✌✭❏✮ ❂ ✜✖✭❏✮ ✰ ✷❞
✴✕

✁✂✤☎✆✝✞✟✠✡ ✥ ☞☎✠✦✂✍✧✝✞★ ✑✒✆✝✓✤ ✩✕✖✟✝✓✍✡ ✪✓✘✍✖✝✘✕✙✝✂✝✞★

★✑✩✡

✩✛✜✘✣✢✣✬✪✛✜✛✤✢✛✴ ✫✢✬✛✜✯ ✰✲✴✹✛✜✣✤

✐✯ ✜★✴✴ ✩✸✜ ★✩✵✧✸✲✦✭✯ ✬✩ unrealistic ✹✸✲✯✴ ✸❁ ✭✸✹✺✦✵✬✵★✸✩❍

✻✯✄✩★✵★✸✩

➲ ✥✦✧★✩✪✙✬✭✮★✩✯ ☎ ★✰ ✬ ❦✦★✩✵✦✺✴✯ ☎ ❂ ✭✆✱✝✱ ✞✱ ✟✵✱ ✠✮❍

✆ ❂ ④✟✵✱ ✟✶✱ ✟✷✱ ✟✸✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ✟✡✱ ✟❧♠♥♦✱ ✟☛☞✌✱ ✟✍✎⑥ ★✰ ✬ ✄✩★✵✯ ✰✯✵ ✸❁ ✰✵✬✵✯✰▲

✝ ★✰ ✵✮✯ ✬✴✺✮✬✳✯✵▲ ✥✮✯ ✵✬✺✯ ✬✴✺✮✬✳✯✵ ★✰ ✏ ❂ ✝ ✑ ④✒⑥▲

✟✵ ✓ ✆ ★✰ ✵✮✯ ★✩★✵★✬✴ ✰✵✬✵✯▲

✠ ✔ ✆ ★✰ ✵✮✯ ✰✯✵ ✸❁ ✄✩✬✴ ✰✵✬✵✯✰▲

✞ ✿ ✭✆ ❭ ✠✮ × ✏ ✕ ✫❑☞✭✆ × ✏ × ④✖✱ ✗✱ ✘⑥✮ ★✰ ✵✮✯ ✵✧✬✩✰★✵★✸✩

relation▲



✴✔

✁✂✤☎✆✝✞✟✠✡ ✥ ☞☎✠✦✂✍✧✝✞★ ✑✒✆✝✓✤ ✩✕✖✟✝✓✍✡ ✪✓✘✍✖✝✘✕✙✝✂✝✞★

★✑✩✡

✩✛✜✘✣✢✣✬✪✛✜✛✤✢✛✴ ✫✢✬✛✜✯ ✰✲✴✹✛✜✣✤

❀✩ ✵✮★✰ ✹✸✲✯✴❯ ✬✩ ★✩✺✦✵ ★✰ ✬✭✭✯✺✵✯✲ ★❁ there is ●❑❜❊ ●❊✟■❊❏❅❊ ✸❁

✩✸✩✲✯✵✯✧✹★✩★✰✵★✭ ✭✮✸★✭✯✰ ✵✮✬✵ ✧✯✰✦✴✵✰ ★✩ ✚✶✯✰✛▲

➲✩ ★✩✺✦✵ ★✰ ✧✯�✁✂✄✁☎ ✆✝ ✄✞✁✟✁ ✆✠ ❏❑ ●❊✟■❊❏❅❊ ✡✝ ✂✞✡✆✂✁✠ ✄✞☛✄ ☞✁☛☎ ✄✡

☛✂✂✁✌✄☛✍✂✁✎

✏✑✠✁✟✒✁ ✄✞✁ ✠✆✓✆☞☛✟✆✄✔ ✜✆✄✞ ✟✁✂✕✟✠✆✒✁☞✔ ✁✍✕✓✁✟☛✑☞✁ ☞☛✍✖✕☛✖✁✠✎

✻✁✄✍✆✄✆✡✍

✐✁ ✠☛✔ ✄✞☛✄ ☎ ✡✌✁✟☛✄✁✠ ✜✆✄✞✆✍ ✑✡✕✍☎ ✝✭❏✮✗ ✆✝ ✝✡✟ ✁✒✁✟✔ ✆✍✌✕✄ ✾ ✓ ✝✽

☛✍☎ ✁✒✁✟✔ ✠✁❦✕✁✍✂✁ ✡✝ ✍✡✍☎✁✄✁✟✓✆✍✆✠✄✆✂ ✂✞✡✆✂✁✠✗ ☎ ✟✁☛✂✞✁✠ ☛ ✄✍☛☞ ✠✄☛✄✁

✜✆✄✞✆✍ ✝✭⑤✾⑤✮ ✠✄✁✌✠✎

✘✞✁ ☛✑✡✒✁ ☎✁✄✍✆✄✆✡✍ ✟✁❦✕✆✟✁✠ ✄✞☛✄ ☎ ☎✡✁✠ ✍✡✄ ✞☛✒✁ ✂✡✓✌✕✄☛✄✆✡✍

✌☛✄✞✠ ☞✡✍✖✁✟ ✄✞☛✍ ✝✭❏✮✗ ✜✞✁✟✁ ❏ ❂ ⑤✾⑤ ✄✞✁ ☞✁✍✖✄✞ ✡✝ ✄✞✁ ✆✍✌✕✄✎

✘✞✁ ☛✓✡✕✍✄ ✡✝ ✄✆✓✁ ✂✞☛✟✖✁☎ ✆✠ ✄✞✁ ✗❊✆❉❆ ✡✝ ✄✞✁ computation tree✎
✴✴

✙✚✤✛✜✢✣✤✥✦ ✥ ✧✛✥✦✚★✧✢✣★ ✩✪✜✢✫✤ ✩✬✭✤✢✫★✦ ✪✫✮★✭✢✮✬✯✢✚✢✣★

✰✩✩✦

✱ ✟✁✂✕✟✠✆✒✁ ☞☛✍✖✕☛✖✁ ✆✠ ☎✁✂✆☎✁☎ ✑✔ ☛ ✘✙✎

✱ ✟✁✂✕✟✠✆✒✁ ✁✍✕✓✁✟☛✑☞✁ ☞☛✍✖✕☛✖✁ ✆✠ ☛✂✂✁✌✄✁☎ ✑✔ ☛ ✘✙ ✄✞☛✄

✞☛☞✄✠ ✡✍☞✔ ✆✝ ✾ ✓ ✗✎

✙✕☞✄✆✌☞✁ ✄☛✌✁ ✘✙✠ ✂☛✍ ✑✁ ✠✆✓✕☞☛✄✁☎ ✑✔ ☛ ✡✍✁❅✄☛✌✁ ✘✙ ✜✆✄✞

❦✕☛☎✟☛✄✆✂ ✡✒✁✟✞✁☛☎✎

✲✆✍✁☛✟ ✠✌✁✁☎✕✌ �✕✠✄✆✄✁✠ ✄✞✁ ❖ ✭➲✮ ✍✡✄☛✄✆✡✍✎

✳✡✍☎✁✄✁✟✓✆✍✆✠✄✆✂ ✘✙✠ ✓✡✒✁ ✆✍ ✚✌☛✟☛☞☞✁☞ ✕✍✆✒✁✟✠✁✠✛✗ ✓☛❥✆✍✖

☎✆✴✁✟✁✍✄ ✂✞✡✆✂✁✠ ✠✆✓✕☞✄☛✍✁✡✕✠☞✔✎

✱ ✻✁✄✁✟✓✆✍✆✠✄✆✂ ✘✙ ✂✡✓✌✕✄☛✄✆✡✍ ✆✠ ☛ ✆❇❉❆✎

✱ ✳✡✍☎✁✄✁✟✓✆✍✆✠✄✆✂ ✘✙ ✂✡✓✌✕✄☛✄✆✡✍ ✆✠ ☛ ❉❈❊❊✗ ✆✎✁✎

✁❢✌✡✍✁✍✄✆☛☞☞✔ ✓☛✍✔ ✌☛✄✞✠ ✟☛✍ ✠✆✓✕☞✄☛✍✁✡✕✠☞✔✎

✐✞☛✄ ✞☛✒✁ ✜✁ ☞✁☛✟✍✁☎✵

✴✶

✙✚✤✛✜✢✣✤✥✦ ✥ ✧✛✥✦✚★✧✢✣★ ✩✪✜✢✫✤ ✩✬✭✤✢✫★✦ ✪✫✮★✭✢✮✬✯✢✚✢✣★

✷✸✹✺✻✹✺✼

❀✍✄✟✡☎✕✂✄✆✡✍

✘✕✟✆✍✖ ✙☛✂✞✆✍✁✠

Undecidability
✽✡✓✌☞✁❢✆✄✔ ✽☞☛✠✠✁✠

✏✟☛✂☞✁✠ ✾ ✘✞✁ ✿✡☞✔✍✡✓✆☛☞ ❀✆✁✟☛✟✂✞✔

✘✞✁ ❁✄✟✕✂✄✕✟✁ ✡✝ ✳✿

❂☛✍☎✡✓✆☎✁☎ ✽✡✓✌✕✄☛✄✆✡✍

✳✡✍❅❃✍✆✝✡✟✓ ✽✡✓✌☞✁❢✆✄✔

❀✍✄✁✟☛✂✄✆✒✁ ✿✟✡✡✝✠

❀✍☛✌✌✟✡❢✆✓☛✑✆☞✆✄✔

✻✁✟☛✍☎✡✓✆☎☛✄✆✡✍ ✡✝ ✽✡✓✌☞✁❢✆✄✔ ✽☞☛✠✠✁✠

✽✡✕✍✄✆✍✖ ✽✡✓✌☞✁❢✆✄✔

❄✌✆☞✡✖✕✁
✴❅

✙✚✤✛✜✢✣✤✥✦ ✥ ✧✛✥✦✚★✧✢✣★ ✩✪✜✢✫✤ ✩✬✭✤✢✫★✦ ✪✫✮★✭✢✮✬✯✢✚✢✣★

❆✢✬✤✛✫✬✚✢❇✬✣✢✛✫

❈❉❊✯✸✹❊❋❉●❊✺❉✸✹

✖■✆✆❑●❊ ❉❆❊❈❊ ❋● ❇ ❉❑☞❏ ☞❋❉❆ ❍■●❉ ❑❏❊

❝❇❈❝❊❈❴ ☞❆❑ ❋● ❜❇❵❊❞ ❪❏ ❉❆❋● ❉❑☞❏❴ ❉❆❊

❝❇❈❝❊❈ ●❆❇❫❊● ❇❵❵ ❉❆❑●❊❴ ❇❏✗ ❑❏❵❛

❉❆❑●❊❴ ❜❊❏ ❋❏ ❉❑☞❏ ☞❆❑ ✗❑ ❏❑❉ ●❆❇❫❊

❉❆❊❜●❊❵❫❊●❞ ■❆❑ ●❆❇❫❊● ❉❆❊ ❝❇❈❝❊❈❏

❑▲▼◆❖P▼◗▲❘▼❙▲❖P ▲❚ ▼ ❙❯❱❲P▲❳❨❯ ❙❲▼❙ ❲▼❚ ❨❚❯❳ ▲P ❩▼P❬ ❳▲❭❯❪❯P❙ ❱▼❚❯❚❫



✴◆

✙✚✤✛✜✢✣✤✥✦ ✥ ✧✛✥✦✚★✧✢✣★ ✩✪✜✢✫✤ ✩✬✭✤✢✫★✦ ✪✫✮★✭✢✮✬✯✢✚✢✣★

❆✢✬✤✛✫✬✚✢❇✬✣✢✛✫

❈❉❊✯✸✹❊❋❉●❊✺❉✸✹

✘✞✁✡✟✁✓

✝❆❊ ❍■❏❅❉❋❑❏● ❍❈❑❜ ◆ ❉❑ ◆ ❇❈❊ ■❏❅❑■❏❉❇❝❵❊❞

Proof� ✲✁✄✗ ✝✡✟ ✄✞✁ ✠☛❥✁ ✡✝ ✂✡✍✄✟☛☎✆✂✄✆✡✍ ✄✞☛✄ ☛✟✁ ✂✡✕✍✄☛✑☞✁� ✁✶✱ ✁✷✱ ✳ ✳ ✳ ✎

✽✡✍✠✆☎✁✟ ✄✞✁ ✝✡☞☞✡✜✆✍✖ ✝✕✍✂✄✆✡✍� ❍✭✾✮ ❂ ✁✂✭✾✮✰ ✶✎ ✘✞✆✠ ✝✕✍✂✄✆✡✍ ✓✕✠✄

☛✌✌✁☛✟ ✠✡✓✁✜✞✁✟✁ ✆✍ ✄✞✆✠ ✁✍✕✓✁✟☛✄✆✡✍✗ ✠✡ ☞✁✄ ✁✄ ❂ ❍✭✾✮✎ ✘✞✁✍

✁✄✭✾✮ ❂ ✁✂✭✾✮✰ ✶✗ ☛✍☎ ✆✝ ✜✁ ✂✞✡✡✠✁ ❛ ☛✠ ☛✍ ☛✟✖✕✓✁✍✄✗ ✄✞✁✍

✁✄✭❛✮ ❂ ✁✄✭❛✮✰ ✶✎ ☎

❃✠✆✍✖ ✄✞✁ ✠☛✓✁ ☛✟✖✕✓✁✍✄�

✘✞✁✡✟✁✓

✝❆❊ ❍■❏❅❉❋❑❏● ❍❈❑❜ ④✵✱ ✶⑥✽ ❉❑ ④✵✱ ✶⑥ ❇❈❊ ■❏❅❑■❏❉❇❝❵❊❞

✴❣

✙✚✤✛✜✢✣✤✥✦ ✥ ✧✛✥✦✚★✧✢✣★ ✩✪✜✢✫✤ ✩✬✭✤✢✫★✦ ✪✫✮★✭✢✮✬✯✢✚✢✣★

✆✢✥✪✚✬✣✢✛✫

✰❊✴✹❉✹✻✼ ❊✼ ✼✺✝❉✹✯✼

❀✄ ✆✠ ✡✑✒✆✡✕✠ ✄✞☛✄ ✜✁ ✂☛✍ ✟✁✌✟✁✠✁✍✄ ☛ ✘✕✟✆✍✖ ✙☛✂✞✆✍✁ ☛✠ ☛ ✠✄✟✆✍✖�

❍■●❉ ☞❈❋❉❊ ✗❑☞❏ ❉❆❊ ✗❊●❅❈❋✆❉❋❑❏ ❇❏✗ ❊❏❅❑✗❊ ❋❉ ■●❋❏☛ ❇❏ ❇❵✆❆❇❝❊❉❴ ❊❞☛❞

④✵✱ ✶⑥❞

✐✁ ☎✁✍✡✄✁ ✑✔ ✞☎✟ ✄✞✁ ✘✙ ☎✠✠ ✟✁✌✟✁✠✁✍✄☛✄✆✡✍ ☛✠ ☛ ✠✄✟✆✍✖✎

✱☞✠✡✗ ✆✝ ✾ ✓ ✝✽✗ ✜✁ ☎✁✍✡✄✁ ✑✔ ☎✂ ✄✞✁ ✘✙ ✄✞☛✄ ✾ ✟✁✌✟✁✠✁✍✄✠✎

Keep in mind that:

Every string represents ✡☛☞✌ TM.

Every TM is represented by ✍✎✏✎✍✑✌✒✓ ☞✔✎✓ strings.

✘✞✁✟✁ ✁❢✆✠✄✠ ♣❇❉ ❵❊❇●❉s ☛✍ ✕✍✂✡✓✌✕✄☛✑☞✁ ✝✕✍✂✄✆✡✍ ✝✟✡✓ ④✵✱ ✶⑥✽ ✄✡

④✵✱ ✶⑥✗ ✠✆✍✂✁ ✄✞✁ ✠✁✄ ✡✝ ☛☞☞ ✘✙✠ ✆✠ ✂✡✕✍✄☛✑☞✁✎

✴�

✙✚✤✛✜✢✣✤✥✦ ✥ ✧✛✥✦✚★✧✢✣★ ✩✪✜✢✫✤ ✩✬✭✤✢✫★✦ ✪✫✮★✭✢✮✬✯✢✚✢✣★

✆✢✥✪✚✬✣✢✛✫

✫✹✻ ✕✹❉✖✻✝✼❊❋ ✫✗✝❉✹✯ ✰❊✴✹❉✹✻

❁✡ ✝☛✟✗ ✡✕✟ ✂✡✓✌✕✄☛✄✆✡✍☛☞ ✓✡☎✁☞✠ ☛✟✁ ✠✌✁✂✆✄✁☎ ✄✡ ✠✡☞✒✁ ☛ ✠✆✍✖☞✁

✌✟✡✑☞✁✓✎

✘✕✟✆✍✖ ✡✑✠✁✟✒✁☎ ✄✞☛✄ ✄✞✁✟✁ ✆✠ ☛ ✘✙ ✄✞☛✄ ✂☛✍ ✠✆✓✕☞☛✄✁ ☛✍✔ ✡✄✞✁✟ ✘✙

☎✗ ✖✆✒✁✍ ☎✠✠ ☎✁✠✂✟✆✌✄✆✡✍ ☛✠ ✆✍✌✕✄✎

✘✞✁✡✟✁✓

✘❆❊❈❊ ❊✾❋●❉● ❇ ✘☎ ❯ ●■❅❆ ❉❆❇❉ ❍❑❈ ❊✙❊❈✚ ✾✱✛ ✓ ✝✽✜ ❯✭✾✱✛✮ ❂ ☎✢✭✾✮✣

✤✥●❑✜ ❋❍ ☎✢ ❆❇✥❉● ✛❋❉❆❋❏ ✘ ●❉❊✦● ❑❏ ❋❏✦■❉ ✾✜ ❉❆❊❏ ❯✭✾✱ ✛✮ ❆❇✥❉● ✛❋❉❆❋❏

✧✘ ☞✡✖✘ ●❉❊✦●✜ ✛❆❊❈❊ ✧ ❋● ❇ ❅❑❏●❉❇❏❉ ❋❏★❊✦❊❏★❊❏❉ ❑❍ ✾✜ ❇❏★ ★❊✦❊❏★❋❏✩

❑❏✥✚ ❑❏ ☎✢✪● ❇✥✦❆❇✫❊❉ ●❋✬❊ ❏■✭✫❊❈ ❑❍ ❉❇✦❊● ❇❏★ ❏■✭✫❊❈ ❑❍ ●❉❇❉❊●✣

Proof� ✮❯❯ ❚❯❱❙▲❖P ✯✰✱ ▲P ✲✱✳✴ ▼P✵ ✷❲✰ ✱✰✸ ▼P✵ ❚❯❱❙▲❖P ✱✰✹ ▲P ✲✺✳✰

✴✻

✙✚✤✛✜✢✣✤✥✦ ✥ ✧✛✥✦✚★✧✢✣★ ✩✪✜✢✫✤ ✩✬✭✤✢✫★✦ ✪✫✮★✭✢✮✬✯✢✚✢✣★

✪✫✮★✭✢✮✬✯✢✚✢✣★

✫✹✻ ✼❊❋✺❉✹✯ ✽✝✸✾❋✻✪

✽✡✍✠✆☎✁✟ ✄✞✁ ✝✡☞☞✡✜✆✍✖ ✌✟✡✑☞✁✓� ✚✿❋✙❊❏ ❉❆❊ ★❊●❅❈❋✦❉❋❑❏ ❑❍ ❇ ✘☎ ☎✜

❇❏★ ❇ ●❉❈❋❏✩ ✾✜ ✛❋✥✥ ☎ ❆❇✥❉ ❑❏ ❋❏✦■❉ ✾❏ ✛ ✘✞✆✠ ✆✠ ✂☛☞☞✁☎ ✄✞✁

❀✱✲✘❀✳❀ ✿❂✏❁✲❄✙✎

We want to compute this problem ! ! ! ♣❀✆✒✁✍ ☛ ✂✡✓✌✕✄✁✟

✌✟✡✖✟☛✓ ☛✍☎ ☛✍ ✆✍✌✕✄✗ ✜✆☞☞ ✄✞✆✠ ✌✟✡✖✟☛✓ ✁✍✄✁✟ ☛✍ ✆✍✄✍✆✄✁ ☞✡✡✌✵s

❀✍ ☞☛✍✖✕☛✖✁ ✝✡✟✓� ❀ ❂ ④✞☎✟❂ ✾ ⑤ ☎✭✾✮ ❃⑥✗ ✜✞✁✟✁ ✚ ❃ ✛ ✓✁☛✍✠ ✄✞☛✄

✄✞✁ ✓☛✂✞✆✍✁ ✞☛☞✄✠✗ ☛✍☎ ✚ ❖ ✛ ✄✞☛✄ ✆✄ ✟✕✍✠ ✝✡✟✁✒✁✟✎

✘✞✁✡✟✁✓

❀ ❋● ❈❊❅■❈●❋✙❊✥✚ ❊❏■✭❊❈❇✫✥❊✣

Proof� ❁✁✁ ✘✞✎❄✎▲ ♣✌✎❅❆s ✆✍ ❇▲❈

❉P ❊▼❱❙✴ ❋ ▲❚ P❖❙ ●❨❚❙ ▼ ❪❯❱❨❪❚▲❍❯◗❬ ❯P❨❩❯❪▼■◗❯ ◗▼P◆❨▼◆❯❫
❉❊ ❏❯ ❲▼✵ ▼P ▼◗◆❖❪▲❙❲❩ ❊❖❪ ✵❯❱▲✵▲P◆ ❋✴ ❙❲❯P ❏❯ ❏❖❨◗✵ ■❯ ▼■◗❯ ❙❖ ✵❯❪▲❍❯
▼P ▼◗◆❖❪▲❙❲❩ ❊❖❪ ✵❯❱▲✵▲P◆ ▼P❬ ❪✰❯✰ ◗▼P◆❨▼◆❯ ❑RE▲❱❖❩▼◗❯❙❯◆✰



✴�

✙✚✤✛✜✢✣✤✥✦ ✥ ✧✛✥✦✚★✧✢✣★ ✩✪✜✢✫✤ ✩✬✭✤✢✫★✦ ✪✫✮★✭✢✮✬✯✢✚✢✣★

✪✫✮★✭✢✮✬✯✢✚✢✣★

✫✹✻ ✼❊❋✺❉✹✯ ✽✝✸✾❋✻✪

❁✕✄✎✎✎✎

✘✞✁✡✟✁✓

❀ ❋● ❏❑❉ ❈❊❅■❈●❋✙❊✣

Proof� ✆★★ ✩✤✁✶✁✔ ✂✦✁✄☎✆ ✢✫ ✝✔✞

❁✕✌✌✡✠✁✗ ✝✡✟ ✄✞✁ ✠☛✟✁ ✡✝ ✂✡✍✄✟☛☎✆✂✄✆✡✍✗ ✄✞☛✄ ✄✞✁✟✁ ✆✠ ☛ ✘✙ ☎✠ ✄✞☛✄

☎✁✂✆☎✁✠ ❀✎

✽✡✍✠✆☎✁✟ ✄✞✁ ✘✙ ✡�

✡✭✞☎✟✮ ✿ if ☎✠✭✞☎✟❂ ✞☎✟✮ ❂ ✚✔✁✠✛ then ❖ else ✚✔✁✠✛

☛✞☛✄ ✆✠ ✡✭✞✡✟✮✵

❀✝ ✡✭✞✡✟✮ ❖✗ ✄✞✁✍ ☎✠ ☛✂✂✁✌✄✠ ✄✞✁ ✆✍✌✕✄✗ ✠✡ ✞✡✟❂ ✞✡✟ ✓ ❀✗ ✠✡

✡✭✡✮ ❃✎

❀✝ ✡✭✞✡✟✮ ❃✗ ✄✞✁✍ ☎✠ ✟✁�✁✂✄✠ ✞✡✟❂ ✞✡✟✗ ✠✡ ✞✡✟❂ ✞✡✟ ❁✓ ❀✗ ✠✡

✡✭✡✮ ❖✎ ☎
✶☎

✙✚✤✛✜✢✣✤✥✦ ✥ ✧✛✥✦✚★✧✢✣★ ✩✪✜✢✫✤ ✩✬✭✤✢✫★✦ ✪✫✮★✭✢✮✬✯✢✚✢✣★

✪✫✮★✭✢✮✬✯✢✚✢✣★

❂✁✂✕✟✠✆✒✁ ☞☛✍✖✕☛✖✁✠ ☛✟✁ ☛ ✦❈❑✦❊❈ ✠✕✑✠✁✄ ✡✝ ✟✁✂✕✟✠✆✒✁ ✁✍✕✓✁✟☛✑☞✁

✡✍✁✠✎

❂✁✂☛☞☞ ✄✞☛✄ ✄✞✁ ✂✡✓✌☞✁✓✁✍✄ ✡✝ ☛ ☞☛✍✖✕☛✖✁ ✗ ✆✠ ☎✁✄✍✁☎ ☛✠�

✗ ❂ ④✾ ✓ ✝✽ ⑤ ✾ ❁✓ ✗⑥ ❂ ✝✽ ❭ ✗

✘✞✁✡✟✁✓

✔ ☞❍ ✗ ❋● ❈❊❅■❈●❋✙❊✜ ●❑ ❋● ✗✣

✴ ✗ ❋● ❈❊❅■❈●❋✙❊ ❋❍ ❇❏★ ❑❏✥✚ ❋❍ ✗ ❇❏★ ✗ ❇❈❊ ❈❊❅■❈●❋✙❊✥✚ ❊❏■✭❊❈❇✫✥❊✣

Proof� ✌✍❯❪❱▲❚❯

✲✁✄ ✎✭☎✮ ❂ ④✾ ⑤ ✭✟✵✱ ✏✱ ✑✮
✒✽
✕ ✭✟✱ ✚ ✒ ✾✒✱ ✑⑥

✎✭☎✮ ✆✠ ✄✞✁ ☞☛✍✖✕☛✖✁ ❊❏■✭❊❈❇❉❊★ ✑✔ ☎✎

✘✞✁✡✟✁✓

✗ ❋● ❈❊❅■❈●❋✙❊✥✚ ❊❏■✭❊❈❇✫✥❊ ❋✓ ❉❆❊❈❊ ❋● ❇ ✘☎ ☎ ●■❅❆ ❉❆❇❉ ✗ ❂ ✎✭☎✮✣

✶✔

✙✚✤✛✜✢✣✤✥✦ ✥ ✧✛✥✦✚★✧✢✣★ ✩✪✜✢✫✤ ✩✬✭✤✢✫★✦ ✪✫✮★✭✢✮✬✯✢✚✢✣★
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☛✠✠✕✓✌✄✆✡✍ ✄✞☛✄ ✽ ☎✁✂✆☎✁✠ ✰✗ ✕✁ ✞☛✒✁ ✡✕✟ ✂✡✍✂☞✕✠✆✡✍✎ ❂

✧✔

✧✛✥✂✚★✄✢✣☎ ✧✚✬✦✦★✦ ✩✜✬✭✚★✦ ✁ ✩✤★ ✪✛✚☎✫✛✥✢✬✚ ✫✢★✜✬✜✭✤☎

✧★✜✣✢✂✭✬✣★✦ ✁ �✪✬✫✣✢✂★✜✦

✷❊✹ ✟❃✻❊✺❉❄❉✺❅ ❆✻ ❊❇✺✸✪❊✺✻❈❉

✱✠ ✕✁ ✠☛✕✬

✽☞☛✠✠ P✬ ❄❊✂✆✁✍✄ ❋✦●❍✫✪✤✪✢✦★

✽☞☛✠✠ NP✬ ❄❊✂✆✁✍✄ ■✧✥✢❏✮✤✪✢✦★

❁✡✗ ✆✝ ✕✁ ✂☛✍ ✁❊✂✆✁✍✄☞✔ ✒✁✟✆✝✔ ☛ ✓☛✄✞✁✓☛✄✆✂☛☞ ✌✟✡✡✝✗ ✂☛✍ ✕✁ ✂✟✁☛✄✁

✆✄ ✁❊✂✆✁✍✄☞✔✵

✑✝ ✫ ❂ ✽✫✎✎✎

✕✟✌ ✡❑✡✌▲ ✚✎✍✞✡✚✎✍✠✝✎▼ ☛✍✎✍✡✚✡✓✍✖ ✎✓✔ ◆✠❑✡✓ ✎ ❖✎◆✡ ▼✠✚✠✍✖ ✖✡ ✖✟P▼✔
◗❘P✠✝❙▼▲❚ ◆✡✓✡✌✎✍✡ ✎ ❖✌✟✟☞✖ ✠☞ ✟✓✡ ✡❯✠☛✍☛✗

❱✠❑✡✓ ✔✡✍✎✠▼✡✔ ✝✟✓☛✍✌✎✠✓✍☛ ✟✓ ✎✓ ✡✓◆✠✓✡✡✌✠✓◆ ✍✎☛❙✖ ✖✡ ✖✟P▼✔ ◗❘P✠✝❙▼▲❚
◆✡✓✡✌✎✍✡ ✎ ✔✡☛✠◆✓ ✖✞✠✝✞ ✚✡✡✍☛ ✍✞✡ ◆✠❑✡✓ ✝✌✠✍✡✌✠✎✖ ✠☞ ✟✓✡ ✡❯✠☛✍☛✗

❱✠❑✡✓ ✔✎✍✎ ✟✓ ☛✟✚✡ ❖✞✡✓✟✚✡✓✟✓ ✎✓✔ ✚✟✔✡▼✠✓◆ ✌✡☛✍✌✠✝✍✠✟✓☛✖ ✖✡ ✖✟P▼✔
◗❘P✠✝❙▼▲❚ ◆✡✓✡✌✎✍✡ ✎ ✍✞✡✟✌▲ ✍✟ ✡❯❖▼✎✠✓ ✍✞✡ ✔✎✍✎✖ ✠☞ ✟✓✡ ✡❯✠☛✍☛✗

✭★★ ❲✙✮ ❳✢�✮★✜✦✛✫❨ ❩✫✛❬✚★✮�★❭ ✧✜★✬✣✢❪✢✣☎ ✬✫✮ P ❪★✜✦✪✦ NP❫ ✧✴

✧✛✥✂✚★✄✢✣☎ ✧✚✬✦✦★✦ ✩✜✬✭✚★✦ ✁ ✩✤★ ✪✛✚☎✫✛✥✢✬✚ ✫✢★✜✬✜✭✤☎

✧★✜✣✢✂✭✬✣★✦ ✁ �✪✬✫✣✢✂★✜✦

✷✸✪❴❋✻✪✻✹✺❊❃❅ ✟✸✪❴❋✻❵❉✺❅ ✟❋❊✼✼✻✼

✿✁✄✁✟✓✆✍✆✠✄✆✂ ✂✡✓✌☞✁✵✆✄✔ ✂☞☛✠✠✁✠ ☛✟✁ ✆✍ ✖✁✍✁✟☛☞ ✂☞✡✠✁☎ ✕✍☎✁✟

✂✡✓✌☞✁✓✁✍✄ ♣✮✦L ❂ L✗ ✮✦P ❂ P✗ ✮✦PSPACE ❂ PSPACEs✎

✽✡✓✌☞✁✓✁✍✄☛✟✆✁✠ ✡✝ ✍✡✍❅☎✁✄✁✟✓✆✍✆✠✄✆✂ ✂✡✓✌☞✁✵✆✄✔ ✂☞☛✠✠✁✠ ☛✟✁ ✒✁✟✔

✆✍✄✁✟✁✠✄✆✍✖✬

✘✞✁ ✂☞☛✠✠ ✮✦NP ✂✡✍✄☛✆✍✠ ☛☞☞ ✄✞✁ ☞☛✍✖✕☛✖✁✠ ✄✞☛✄ ✞☛✒✁ succinct

disquali❛cations ♣✄✞✁ ☛✍☛☞✡✖✕✁ ✡✝ ✣✫✮✮✢★✮✪ ✮✧✥✪✢❏✮✤✪✧ ✝✡✟ ✄✞✁ ✂☞☛✠✠

NPs✎ ✘✞✁ ✷✍✡✻ ✆✍✠✄☛✍✂✁ ✡✝ ☛ ✌✟✡✑☞✁✓ ✆✍ ✮✦NP ✞☛✠ ☛ ✠✞✡✟✄ ✌✟✡✡✝ ✡✝

✆✄✠ ✑✁✆✍✖ ☛ ✷✍✡✻ ✆✍✠✄☛✍✂✁✎

❁✡✬

P ❜ NP ❝ ✮✦NP

✳✡✄✁ ✄✞✁ ✣✢●✢❞✤✥✢✪✆ ☛✍☎ ✄✞✁ ❡✢❢✧✥✧★✮✧ ✕✆✄✞ R ❂ RE ❝ ✮✦RE✎



✧✶

✧✛✥✂✚★✄✢✣☎ ✧✚✬✦✦★✦ ✩✜✬✭✚★✦ ✁ ✩✤★ ✪✛✚☎✫✛✥✢✬✚ ✫✢★✜✬✜✭✤☎

✧★✜✣✢✂✭✬✣★✦ ✁ �✪✬✫✣✢✂★✜✦

�❇❊✹✺❉✁✻❃ ✷☛❊❃❊✟✺✻❃❉●❊✺❉✸✹ ✸✂ ✷✸✪❴❋✻❵❉✺❅ ✷❋❊✼✼✻✼

✿✁✄✍✆✄✆✡✍

☞✁ ☎✁✍✡✄✁ ☛✠ ❈ ❂ ✭✆✶✴✆✷✮✗ ✕✞✁✟✁ ✆✶✱ ✆✷ ✱ ④✍✱✄⑥✗ ✄✞✁ ✂☞☛✠✠ ❈ ✡✝

☞☛✍✖✕☛✖✁✠ ✰ ✠☛✄✆✠✝✔✆✍✖✬

✒ ✱ ✰ ✼ ✆✶✆ ☎✭✒✱ ✆✮

✒ ✴✱ ✰ ✼ ✆✷✆ ➡☎✭✒✱ ✆✮

P ❂ ✭✄✴✄✮

NP ❂ ✭✍✴✄✮

✮✦NP ❂ ✭✄✴✍✮

✧❅

✧✛✥✂✚★✄✢✣☎ ✧✚✬✦✦★✦ ✩✜✬✭✚★✦ ✁ ✩✤★ ✪✛✚☎✫✛✥✢✬✚ ✫✢★✜✬✜✭✤☎

✭✂✬✭★ ✧✛✥✂✪✣✬✣✢✛✫

✆❊❄❉✺✟☛✠✼ ✡☛✻✸❃✻✪

❂❄✱✽❀✱✝✑✲✑✘✞ ✱ NL✎ ✭★★ ✟✄✮✴✮✔★ ✰✂✮❅■✱ ✢✫ ✲✔✳

✘✞✁✡✟✁✓ ♣❁☛✒✆✄✂✞✠✠ ✘✞✁✡✟✁✓s

❂❄✱✽❀✱✝✑✲✑✘✞ ✱ DSPACE❬☞✡✖✷ ★❪

Proof✬ ✭★★ ✩✤✮✡✮❅ ✰✂✮✔❅✯✱ ✢✫ ✲✔✳

☎☛☞❋✌✭✒✱ ✆✱ ✢✮ ✿ ✷✍✭✧✥✧ ✢✣ ✤ ❍✤✪✭ ✬✥✦● ✒ ✪✦ ✆✎ ✦✬ ❞✧★✸✪✭ ✹ ✢✻✎

☞✁ ✂☛✍ ✠✡☞✒✁ ❂❄✱✽❀✱✝✑✲✑✘✞ ✆✝ ✕✁ ✂☛✍ ✂✡✓✌✕✄✁

☎☛☞❋✌✭✒✱ ✆✱ ★✮✗ ✝✡✟ ☛✍✔ ✍✡☎✁✠ ✒✱ ✆ ✱ ■✗ ✠✆✍✂✁ ☛✍✔ ✌☛✄✞ ✆✍ ✏ ✂☛✍

✑✁ ☛✄ ✓✡✠✄ ★ ☞✡✍✖✎

✑✝ ✢ ❂ ✑✗ ✕✁ ✂☛✍ ✂✞✁✂✒ ✕✞✁✄✞✁✟ ☎☛☞❋✌✭✒✱ ✆✱ ✢✮✎

✑✝ ✢ ❃ ✑✗ ✕✁ ✕✠✁ ✟✁✂✕✟✠✆✡✍✬

✧✧

✧✛✥✂✚★✄✢✣☎ ✧✚✬✦✦★✦ ✩✜✬✭✚★✦ ✁ ✩✤★ ✪✛✚☎✫✛✥✢✬✚ ✫✢★✜✬✜✭✤☎

✭✂✬✭★ ✧✛✥✂✪✣✬✣✢✛✫

def ✓✔✕✖✗✘ ✙ ✚ ✛ ✚ ✜ ✢
i f ✜ ✣✣✤✥

i f ✘ ✙ ✣✣ ✛ or ✘ ✙ ✚ ✛ ✢ in ✦ ✧ ★✦ ✙ ✢ ✥ re turn ✛ ✩ ✪ ✦
i f ✜ ✫ ✤✥

for ✪ in ✬ ✦ ✩ ✛ ✭ ✯ ✦ ✙ ✥
i f ✘✓✔✕✖✗✘ ✙ ✚ ✪ ✚ ✰ ✱ ✲ ✲ ✩ ✘ ✜ ✳ ✴ ✢ ✢ and

✵✵ ✸ ✘✓✔✕✖✗✘ ✪ ✚ ✛ ✚ ✯ ✦ ✭ ✱ ✘ ✜ ✳ ✴ ✢ ✢ ✢ ✥ re turn ✛ ✩ ✪ ✦
re turn ✰ ✹ ✱ ✙ ✦

☞✁ ✖✁✍✁✟☛✄✁ ☛☞☞ ✍✡☎✁✠ ✫ ✡✍✁ ☛✝✄✁✟ ✄✞✁ ✡✄✞✁✟✗ ✥✧✫✣✢★✸ ✠✌☛✂✁✎

✘✞✁ ☛☞✖✡✟✆✄✞✓ ✞☛✠ ✟✁✂✕✟✠✆✡✍ ☎✁✌✄✞ ✡✝ ✺☞✡✖ ★✻✎

✓✡✟ ✁☛✂✞ ✟✁✂✕✟✠✆✡✍ ☞✁✒✁☞✗ ✕✁ ✞☛✒✁ ✄✡ ✠✄✡✟✁ ✣✱ ✪✱ ✾ ☛✍☎ ✫✗ ✄✞☛✄ ✆✠✗

❖ ✭☞✡✖ ★✮ ✠✌☛✂✁✎

✘✞✕✠✗ ✄✞✁ ✄✡✄☛☞ ✠✌☛✂✁ ✕✠✁☎ ✆✠ ❖ ☞✡✖✷ ★ ✎ ❂

✧✼

✧✛✥✂✚★✄✢✣☎ ✧✚✬✦✦★✦ ✩✜✬✭✚★✦ ✁ ✩✤★ ✪✛✚☎✫✛✥✢✬✚ ✫✢★✜✬✜✭✤☎

✭✂✬✭★ ✧✛✥✂✪✣✬✣✢✛✫

✆❊❄❉✺✟☛✠✼ ✡☛✻✸❃✻✪

✽✡✟✡☞☞☛✟✔

NSPACE❬✽✭★✮❪ ❜ DSPACE❬✽✷✭★✮❪✗ ✝✡✟ ☛✍✔ ✠✌☛✂✁❅✂✡✍✠✄✟✕✂✄✆✑☞✁

✝✕✍✂✄✆✡✍ ✽✭★✮ ✾ ☞✡✖ ★✎

Proof✬

✲✁✄ ☎ ✑✁ ✄✞✁ ✍✡✍☎✁✄✁✟✓✆✍✆✠✄✆✂ ✘✎ ✄✡ ✑✁ ✠✆✓✕☞☛✄✁☎✎

☞✁ ✟✕✍ ✄✞✁ ☛☞✖✡✟✆✄✞✓ ✡✝ ❁☛✒✆✄✂✞✠✠ ✘✞✁✡✟✁✓ ✌✟✡✡✝ ✡✍ ✄✞✁

✂✡✍✄✖✕✟☛✄✆✡✍ ✖✟☛✌✞ ✡✝ ☎ ✡✍ ✆✍✌✕✄ ✒✎

❁✆✍✂✁ ✄✞✁ ✂✡✍✄✖✕✟☛✄✆✡✍ ✖✟☛✌✞ ✞☛✠ ✮✿❀❁❂ ✍✡☎✁✠✗ ❖ ✽✷✭★✮ ✠✌☛✂✁

✠✕❊✂✁✠✎ ❂

✽✡✟✡☞☞☛✟✔

PSPACE ❂ NPSPACE



✧✡

✧✛✥✂✚★✄✢✣☎ ✧✚✬✦✦★✦ ✩✜✬✭✚★✦ ✁ ✩✤★ ✪✛✚☎✫✛✥✢✬✚ ✫✢★✜✬✜✭✤☎

✭✂✬✭★ ✧✛✥✂✪✣✬✣✢✛✫

✩�✁✷✸✪❴❋✻✺✻✹✻✼✼

✑✍ ✽✡✓✌☞✁✵✆✄✔ ✘✞✁✡✟✔✗ ✂✁ ✷✂✡✍✍✁✂✄✻ ✌✟✡✑☞✁✓✠ ✆✍ ☛ ✂✡✓✌☞✁✵✆✄✔

✂☞☛✠✠ ✂✆✄✞ ✌☛✟✄✆☛☞ ✡✟☎✁✟✆✍✖ ✟✁☞☛✄✆✡✍✠✗ ✂☛☞☞✁☎ reductions✗ ✂✞✆✂✞

✝✡✟✓☛☞✆✄✁ ✄✞✁ ✍✡✄✆✡✍ ✡✝ ✷✤ ❍✥✦☎❞✧● ✪✭✤✪ ✢✣ ✤✪ ❞✧✤✣✪ ✤✣ ✭✤✥❡ ✤✣

✤★✦✪✭✧✥✻✎

✱ ✟✁☎✕✂✄✆✡✍ ✓✕✠✄ ✑✁ ✂✡✓✌✕✄☛✄✆✡✍☛☞☞✔ ✂✁☛✒✁✟ ✄✞☛✍ ✄✞✁ ✂☞☛✠✠ ✆✍

✂✞✆✂✞ ✂✁ ✕✠✁ ✆✄✎

✿✁✄✍✆✄✆✡✍
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✘✞✁ ✂✁✟✄✆✕✂☛✄✁ ✆✠ ✄✞✁ ☞✆✠✄ ✡✝ ✂✁✟✄✆✕✂☛✄✁✠ ✄✞☛✄ ✫ ✱ ❋☎✗ ✝✡✟ ✁✒✁✟✔

✫ ✱ ❋☎✎
✘✞✁ ✒✁✟✆✕✁✟ ✂✆☞☞ ✂✞✁✂✩✬

✔ ✪✔✥✓ ✥✙✘✕✖✮✥✔✕✙ ✖✦ ✜✔✧✖✢
✴ ✫✙✘✕✙✗ ✬✯ ✢✖✜✙✤ ✔ ✥✙✘✕✖✮✥✔✕✙ ✗✛✘ ✬✯ ✖✦ ✧✔✘✢✙✘ ✕✓✔✤ ✕✓✙ ✯✘✙✜✖✛✱✦✛
✶ ✰✛ ✥✙✘✕✖✮✥✔✕✙ ✖✦ ✯✘✛✜✖✢✙✢ ✗✛✘ ✟✛
❅ ✲✓✙ ✕✛✕✔✧ ✤✱✚✬✙✘ ✛✗ ✥✙✘✕✖✮✥✔✕✙✦ ✖✦ ✙✗✔✥✕✧✳ ⑤✘✙⑤✛

✧❅
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✭✂✬✭★ ✧✛✥✂✪✣✬✣✢✛✫

✡☛✻ �✪✪✻❃✪❊✹✁★●✻❋✻✁✼✟✂✹❅❉ ✡☛✻✸❃✻✪

Proof ♣✮✦★✪✝✞s✬

Certifying that ✆ ✴✱ ❋☎, given ⑤❋☎✷✥⑤

✘✞✁ ✂✁✟✄✆✕✂☛✄✁ ✆✠ ✄✞✁ ☞✆✠✄ ✡✝ ✂✁✟✄✆✕✂☛✄✁✠ ✄✞☛✄ ✫ ✱ ❋☎✷✥✗ ✝✡✟ ✁✒✁✟✔ ✫ ✱ ❋☎✷✥
✘✞✁ ✒✁✟✆✕✁✟ ✂✆☞☞ ✂✞✁✂✩✬

✔ ❄☛✂✞ ✂✁✟✄✆✕✂☛✄✁ ✆✠ ✒☛☞✆☎

✴ ✸✁✟✄✁✵ ✫✗ ✖✆✒✁✍ ☛ ✂✁✟✄✆✕✂☛✄✁ ✝✡✟ ✫✗ ✆✠ ☞☛✟✖✁✟ ✄✞☛✍ ✄✞✁ ✌✟✁✒✆✡✕✠✎

✶ ✳✡ ✂✁✟✄✆✕✂☛✄✁ ✆✠ ✌✟✡✒✆☎✁☎ ✝✡✟ ✆ ✦✥ ✬✦✥ ✤ ★✧✢✸✭☎✦✫✥ ✦✬ ✆✎

❅ ✘✞✁ ✄✡✄☛☞ ✍✕✓✑✁✟ ✡✝ ✂✁✟✄✆✕✂☛✄✁✠ ✆✠ ✁✵☛✂✄☞✔ ⑤❋☎✷✥⑤✎

Certifying that ⑤❋☎⑤ ✣ ✮, given ⑤❋☎✷✥⑤

✘✞✁ ✂✁✟✄✆✕✂☛✄✁ ✂✆☞☞ ✂✡✍✠✆✠✄ ✡✝ ★ ✂✁✟✄✆✕✂☛✄✁✠✗ ✝✡✟ ✒✁✟✄✆✂✁✠ ✹ ✄✡ ★✗ ✆✍

☛✠✂✁✍☎✆✍✖ ✡✟☎✁✟✎

✘✞✁ ✒✁✟✆✕✁✟ ✂✆☞☞ ✂✞✁✂✩ ☛☞☞ ✂✁✟✄✆✕✂☛✄✁✠✗ ☛✍☎ ✂✡✕✍✄ ✄✞✁ ✒✁✟✄✆✂✁✠ ✄✞☛✄ ✞☛✒✁

✑✁✁✍ ✂✁✟✄✆✕✁☎ ✄✡ ✑✁ ✆✍ ❋☎✎ ✑✝ ⑤❋☎⑤ ✣ ✮✗ ✆✄ ☛✂✂✁✌✄✠✎ ❂
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✽✡✟✡☞☞☛✟✔
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NSPACE❬�✭★✮✁ ✣ ✮✦NSPACE❬�✭★✮✁

Proof✬

✲✁✄ ✰ ✱ NSPACE❬�✭★✮✁✎☞✁ ✂✆☞☞ ✠✞✡✂ ✄✞☛✄ ✍ �✭★✮ ✠✌☛✂✁❅✑✡✕✍☎✁☎

✳✘✎✂ ☎✁✂✆☎✆✍✖ ✰✬

✂ ✡✍ ✆✍✌✕✄ ✒ ✕✠✁✠ ✄✞✁ ☛✑✡✒✁ ✂✁✟✄✆✕✂☛✄✆✡✍ ✌✟✡✂✁☎✕✟✁ ✡✍ ✄✞✁

✮✦★❏✸✫✥✤✪✢✦★ ✸✥✤❍✭ ✡✝ ✂✎ ❂

✽✡✟✡☞☞☛✟✔

NL ✣ ✮✦NL

✧✧
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✭✂✬✭★ ✧✛✥✂✪✣✬✣✢✛✫

✄☛❊✺ ❊❆✸❇✺ ☎✹❈❉❃✻✟✺✻❈ ✞✻❊✟☛❊❆❉❋❉✺❅❉

❃✳✿✑❂❄✽✘❄✿ ❂❄✱✽❀✱✆✑✲✑✘✝ ✂☛✌✄✕✟✁✠ ✄✞✁ ✌✞✁✍✡✓✁✍✡✍ ✡✝

✂✡✍✕✖✕✟☛✄✆✡✍ ✖✟☛✌✞✠ ✂✆✄✞ ✑✡✄✞ ☎✆✟✁✂✄✆✡✍✠✎

❀✎ ✲✁✂✆✠ ☛✍☎ ✽✎ ✿☛✌☛☎✆✓✆✄✟✆✡✕ ☎✁✕✍✁☎ ✄✞✁ ✂☞☛✠✠ SL ♣S✔✓✓✁✄✟✆✂

L✡✖✠✌☛✂✁s ☛✠ ✄✞✁ ✂☞☛✠✠ ✡✝ ☞☛✍✖✕☛✖✁✠ ☎✁✂✆☎✁☎ ✑✔ ☛ Symmetric

Turing Machine ✕✠✆✍✖ ☞✡✖☛✟✆✄✞✓✆✂ ✠✌☛✂✁✎

✏✑✒✆✡✕✠☞✔✗

L ✞ SL ✞ NL

✱✠ ✆✍ ✄✞✁ ✂☛✠✁ ✡✝ NL✗ ❃✳✿✑❂❄✽✘❄✿ ❂❄✱✽❀✱✆✑✲✑✘✝ ✆✠

SL❅✂✡✓✌☞✁✄✁✎

✆✕✄ ✆✍ ✤▼▼✟✗ ✏✓✁✟ ❂✁✆✍✖✡☞☎ ✠✞✡✂✁☎✗ ✕✠✆✍✖ ✁✵✌☛✍☎✁✟ ✖✟☛✌✞✠✗ ☛

☎✁✄✁✟✓✆✍✆✠✄✆✂ ☞✡✖✠✌☛✂✁ ☛☞✖✡✟✆✄✞✓ ✝✡✟ ❃✳✿✑❂❄✽✘❄✿

❂❄✱✽❀✱✆✑✲✑✘✝✗ ✠✡✬

✘✞✁✡✟✁✓ ♣❂✁✆✍✖✡☞☎✗ ✤▼▼✟s

L ✣ SL

✧✠

✧✛✥✂✚★✄✢✣☎ ✧✚✬✦✦★✦ ✩✜✬✭✚★✦ ✁ ✩✤★ ✪✛✚☎✫✛✥✢✬✚ ✫✢★✜✬✜✭✤☎

✭✂✬✭★ ✧✛✥✂✪✣✬✣✢✛✫

✡❇❃ ✷✸✪✁❋✻☛❉✺❅ ☞❉✻❃❊❃✟☛❅ �❊✹❈✼✟❊✁✻

L

NL

❂ ✌✍NL
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P

NP✎

✏✑
N
P

PSPACE

❂ NPSPACE

EXP

NEXP

✧✒

✧✛✥✂✚★✄✢✣☎ ✧✚✬✦✦★✦ ✩✜✬✭✚★✦ ✁ ✩✤★ ✪✛✚☎✫✛✥✢✬✚ ✫✢★✜✬✜✭✤☎

✓★✮✪✭✣✢✛✫✦ ✁ ✧✛✥✂✚★✣★✫★✦✦

✔❊❃✁ ✞✻❈❇✟✺❉✸✹✼

✿✁✕✍✆✄✆✡✍

✱ ☞☛✍✖✕☛✖✁ ✰✥ ✆✠ Karp reducible ✄✡ ☛ ☞☛✍✖✕☛✖✁ ✰✷✗ ☎✁✍✡✄✁☎ ✑✔

✰✥ ✹
✕
✖ ✰✷✗ ✆✝ ✄✞✁✟✁ ✆✠ ☛ ✝✕✍✂✄✆✡✍ ✬ ✿ ✗✘ ✙ ✗✘✗ ✂✡✓✌✕✄☛✑☞✁ ✑✔ ☛

✌✡☞✔✍✡✓✆☛☞❅✄✆✓✁ ✿✘✎✗ ✠✕✂✞ ✄✞☛✄ ✝✡✟ ☛☞☞ ✒ ✱ ✗✘✬

✒ ✱ ✰✥ ✚ ✬✭✒✮ ✱ ✰✷

✿✁✛✍✆✄✆✡✍

✲✁✄ ❈ ✑✁ ☛ ✂✡✓✌☞✁✵✆✄✔ ✂☞☛✠✠✎

☞✁ ✠☛✔ ✄✞☛✄ ☛ ☞☛✍✖✕☛✖✁ ✜ ✆✠ ❈-hard ♣✡✟ ✹
✕
✖❅✞☛✟☎ ✝✡✟ ❈s ✆✝ ✝✡✟ ✁✒✁✟✔

☛ ✱ ❈✗ ☛ ✹
✕
✖ ✜✎

☞✁ ✠☛✔ ✄✞☛✄ ☛ ☞☛✍✖✕☛✖✁ ✜ ✆✠ ❈-complete✗ ✆✝ ✆✄ ✆✠ ❈❅✞☛✟☎✗ ☛✍☎ ☛☞✠✡

✜ ✱ ❈✎
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✘✞✁✡✟✁✓
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✲✁✄ ✂ ✄✞✁ ☞✡✖✠✌☛✂✁ ✟✁☎✕✂✄✆✡✍ ✘✎✎
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✆✍ ✄✞✁ ✂✡✓✌✕✄☛✄✆✡✍✎
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❂

✠★
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✙✢✢✙✦✍ ✔✛

✲✓✙ ✜✙✘✕✖✥✙✦ ✧✔✬✙✧✙✢ ★✖✕✓ ➡ ✓✔✜✙ ✏✠✑✒✓✑ ✕✛

✖✛✘ ✙✜✙✘✳ ✜✙✘✕✙✗ ✟ ✛✗ ✘✯ ★✙ ✔✦✦✖✢✤ ✔ ✜✔✧✱✙ ✔✦ ✗✛✧✧✛★✦✙ ✗✛✘ ✦✛✚✙ ✖✤✯✱✕
✚ ✛ ④✵✱ ✶⑥✜✯ ✖✗ ✟ ✖✦ ✕✓✙ ✓✣✕✓ ✖✤✯✱✕ ✜✙✘✕✙✗ ✕✓✙✤ ✟✠✢✭✟✮ ❂ ✚✣✯ ✔✤✢ ✛✕✓✙✘★✖✦✙
✟✠✢✭✟✮ ✖✦ ✢✙✮✤✙✢ ✘✙✥✱✘✦✖✜✙✧✤ ✬✤ ✔✯✯✧✤✖✤✢ ✟✥✦ ✧✛✢✖✥✔✧ ✛✯✙✘✔✕✖✛✤ ✛✤ ✕✓✙
✜✔✧✱✙✦ ✛✗ ✕✓✙ ✜✙✘✕✖✥✙✦ ✥✛✤✤✙✥✕✙✢ ✕✛ ✟✛

✲✓✙ ✦✬✡✧✬✡ ✘✭✚✮ ✖✦ ✕✓✙ ✜✔✧✱✙ ✛✗ ✕✓✙ ✛✱✕✯✱✕ ✜✙✘✕✙✗✛

✠✔

✧✛✥✂✚★✄✢✣☎ ✧✚✬✦✦★✦ ✩✜✬✭✚★✦ ✁ ✩✤★ ✪✛✚☎✫✛✥✢✬✚ ✫✢★✜✬✜✭✤☎

✓★✮✪✭✣✢✛✫✦ ✁ ✧✛✥✂✚★✣★✫★✦✦

✷❉❃✟❇❉✺✼ ❊✹❈ ✷✆✝

✿✁★✍✆✄✆✡✍ ♣✽✸✿s

✽✆✟✂✕✆✄ ✸☛☞✕✁ ✿✟✡✑☞✁✓ ♣✽✸✿s✬ ✎✆✒✁✍ ☛ ✂✆✟✂✕✆✄ ❋ ☛✍☎ ☛✍ ☛✠✠✆✖✍✓✁✍✄ ✒ ✄✡

✆✄✠ ✒☛✟✆☛✑☞✁✠✗ ☎✁✄✁✟✓✆✍✁ ✂✞✁✄✞✁✟ ❋✭✒✮ ✣ ✹✎

✽✸✿ ✱ P✎

❄✵☛✓✌☞✁

❂❄✱✽❀✱✆✑✲✑✘✝ ✹✩
✪ ✽✸✿✬ ✎✟☛✌✞ ✫ ✬ ✂✆✟✂✕✆✄ ✯✭✫✮✬

✘✞✁ ✖☛✄✁✠ ☛✟✁ ✡✝ ✄✞✁ ✝✡✟✓✬

✰✣✲✳✲✴✯ ✶ ✸ ✹✱ ☛ ✸ ✺✯ ✵ ✸ ✻ ✸ ✺✛
✼✣✲✳✲✴✯ ✶ ✸ ✹✱ ☛✱ ✻ ✸ ✺

✸☎✽✾✽✺ ✆✠ true ✆✴ ✄✞✁✟✁ ✆✠ ☛ ✌☛✄✞ ✝✟✡✓ ✢ ✄✡ ❍ ✂✆✄✞✡✕✄ ✆✍✄✁✟✓✁☎✆☛✄✁

✍✡☎✁✠ ✑✆✖✖✁✟ ✄✞☛✍ ✾✎

✭☎✽✾✽✺ ✆✠ true ✆✴ ✄✞✁✟✁ ✆✠ ☛ ✌☛✄✞ ✝✟✡✓ ✢ ✄✡ ❍ ✂✆✄✞✡✕✄ ✆✍✄✁✟✓✁☎✆☛✄✁

✍✡☎✁✠ ✑✆✖✖✁✟ ✄✞☛✍ ✾✗ ☛✍☎ ✾ ✆✠ ✕✠✁☎✎
✠✴

✧✛✥✂✚★✄✢✣☎ ✧✚✬✦✦★✦ ✩✜✬✭✚★✦ ✁ ✩✤★ ✪✛✚☎✫✛✥✢✬✚ ✫✢★✜✬✜✭✤☎

✓★✮✪✭✣✢✛✫✦ ✁ ✧✛✥✂✚★✣★✫★✦✦

✷❉❃✟❇❉✺✼ ❊✹❈ ✷✿❀

❄✵☛✓✌☞✁

✑✍✌✕✄ ✖☛✄✁✠✬ ✸☎✽✾✽✵ ✆✠ true ✆✴ ♣✢ ✣ ❍ ✡✟ ✭✢✦ ❍✮ ✱ ❁✭✫✮s✎

✓✡✟ ✾ ✣ ✹✦ ❃ ❃ ❃ ✦ ★✬ ✭☎✽✾✽✺ ✣ ✭✸☎✽✺✽✺✷✥ ❄ ✸✺✽✾✽✺✷✥✮

✓✡✟ ✾ ✣ ✹✦ ❃ ❃ ❃ ✦ ★✬ ✸☎✽✾✽✺ ✣ ✭✸☎✽✾✽✺✷✥ ❅ ✭☎✽✾✽✺✮

✘✞✁ ✡✕✄✌✕✄ ✖☛✄✁ ✸✥✽❁✽❁ ✆✠ true ✆✴ ✄✞✁✟✁ ✆✠ ☛ ✌☛✄✞ ✝✟✡✓ ✹ ✄✡ ★ ✕✠✆✍✖

✍✡ ✆✍✄✁✟✓✁☎✆☛✄✁ ✌☛✄✞✠ ☛✑✡✒✁ ★ ♣✠✆✂s✎

☞✁ ☛☞✠✡ ✂☛✍ ✂✡✓✌✕✄✁ ✄✞✁ ✟✁☎✕✂✄✆✡✍ ✆✍ ☞✡✖✠✌☛✂✁✬ ✖✡ ✡✒✁✟ ☛☞☞

✌✡✠✠✆✑☞✁ ✢✦ ❍✦ ✾❆✠ ☛✍☎ ✡✕✄✌✕✄ ✄✞✁ ☛✌✌✟✡✌✟✆☛✄✁ ✁☎✖✁✠ ☛✍☎ ✠✡✟✄✠ ✝✡✟ ✄✞✁

✒☛✟✆☛✑☞✁✠ ♣✹✦ ❃ ❃ ❃ ✦ ❇★❈ ✰ ★❉s✎



✠✶

✧✛✥✂✚★✄✢✣☎ ✧✚✬✦✦★✦ ✩✜✬✭✚★✦ ✁ ✩✤★ ✪✛✚☎✫✛✥✢✬✚ ✫✢★✜✬✜✭✤☎

✓★✮✪✭✣✢✛✫✦ ✁ ✧✛✥✂✚★✣★✫★✦✦

✷✸✪✁✸✼❉✹� ✞✻❈❇✟✺❉✸✹✼

✘✞✁✡✟✁✓

☞✬ ✰✥ ✹✩
✪ ✰❉ ✤★✞ ✰❉ ✹✩

✪ ✰❈✁ ✪✭✧★ ✰✥ ✹✩
✪ ✰❈✍

Proof✬ ✭★★ ✪✜✛✂✮✒✮✴ ✰✂✮✔✧❅✱ ✢✫ ✲✔✳

✲✁✄ ✯✦✯✏ ✑✁ ✄✞✁ ☛✝✡✟✁✓✁✍✄✆✡✍✁☎ ✟✁☎✕✂✄✆✡✍✠✎

☞✁ ✞☛✒✁ ✄✡ ✌✟✡✒✁ ✄✞☛✄ ✯✏✭✯✭✒✮✮ ✆✠ ☛ ☞✡✖✠✌☛✂✁ ✟✁☎✕✂✄✆✡✍✎

✆✕✄ ✯✭✒✮ ✓☛✔ ✑✔ ☞✡✍✖✁✟ ✄✞☛✍ ☞✡✖ ⑤✒⑤✎✎✎

☞✁ ✠✆✓✕☞☛✄✁ ✂✂✄ ✑✔ ✟✁✓✁✓✑✁✟✆✍✖ ✄✞✁ ✞✁☛☎ ✌✡✠✆✄✆✡✍ ✢ ✡✝ ✄✞✁ ✆✍✌✕✄

✠✄✟✆✍✖ ✡✝ ✂✂✄ ✗ ✆✎✁✎ ✄✞✁ ✡✕✄✌✕✄ ✠✄✟✆✍✖ ✡✝ ✂✂✎

✑✝ ✄✞✁ ✞✁☛☎ ✓✡✒✁✠ ✄✡ ✄✞✁ ✟✆✖✞✄✗ ✂✁ ✆✍✂✟✁✓✁✍✄ ✢ ☛✍☎ ✠✆✓✕☞☛✄✁ ✂✂

☞✡✍✖ ✁✍✡✕✖✞ ✄✡ ✄☛✩✁ ✄✞✁ ✢☎✆ ✑✆✄ ✡✝ ✄✞✁ ✡✕✄✌✕✄✎

✑✝ ✄✞✁ ✞✁☛☎ ✠✄☛✔✠ ✆✍ ✄✞✁ ✠☛✓✁ ✌✡✠✆✄✆✡✍✗ ✂✁ �✕✠✄ ✟✁✓✁✓✑✁✟ ✄✞✁ ✢☎✆ ✑✆✄✎

✑✝ ✄✞✁ ✞✁☛☎ ✓✡✒✁✠ ✄✡ ✄✞✁ ☞✁✝✄✗ ✂✁ ☎✁✂✟✁✓✁✍✄ ✢ ☛✍☎ start ✂✂ from

the beggining✗ ✕✍✄✆☞ ✂✁ ✟✁☛✂✞ ✄✞✁ ☎✁✠✆✟✁☎ ✑✆✄✎ ❂
✠❅

✧✛✥✂✚★✄✢✣☎ ✧✚✬✦✦★✦ ✩✜✬✭✚★✦ ✁ ✩✤★ ✪✛✚☎✫✛✥✢✬✚ ✫✢★✜✬✜✭✤☎

✓★✮✪✭✣✢✛✫✦ ✁ ✧✛✥✂✚★✣★✫★✦✦

✷❋✸✼❇❃✻ ❇✹❈✻❃ ❃✻❈❇✟✺❉✸✹✼

✽✡✓✌☞✁✄✁ ✌✟✡✑☞✁✓✠ ☛✟✁ ✄✞✁ maximal elements ✡✝ ✄✞✁ ✟✁☎✕✂✄✆✡✍✠

✌☛✟✄✆☛☞ ✡✟☎✁✟✆✍✖✎

✽✡✓✌☞✁✄✁ ✌✟✡✑☞✁✓✠ ✂☛✌✄✕✟✁ ✄✞✁ ✁✠✠✁✍✂✁ ☛✍☎ ☎✆❊✂✕☞✄✔ ✡✝ ☛

✂✡✓✌☞✁✵✆✄✔ ✂☞☛✠✠✎

✿✁★✍✆✄✆✡✍

✱ ✂☞☛✠✠ ❈ ✆✠ closed under reductions ✆✝ ✝✡✟ ☛☞☞ ✝✦☛ ✞ ✞✟✬

✑✝ ✝ ✹ ☛ ☛✍☎ ☛ ✱ ❈✗ ✄✞✁✍ ✝ ✱ ❈✎

P✦NP✦ ✮✦NP✦L✦NL✦PSPACE✦EXP ☛✟✁ ✂☞✡✠✁☎ ✕✍☎✁✟ ✠☛✟✌ ☛✍☎

☞✡✖✠✌☛✂✁ ✟✁☎✕✂✄✆✡✍✠✎

✑✝ ☛✍ NP❅✂✡✓✌☞✁✄✁ ☞☛✍✖✕☛✖✁ ✆✠ ✆✍ P✗ ✄✞✁✍ P ❂ NP✎

✑✝ ✰ ✆✠ NP❅✂✡✓✌☞✁✄✁✗ ✄✞✁✍ ➥✰ ✆✠ ✮✦NP❅✂✡✓✌☞✁✄✁✎

✑✝ ☛ ✮✦NP❅✂✡✓✌☞✁✄✁ ✌✟✡✑☞✁✓ ✆✠ ✆✍ NP✗ ✄✞✁✍ NP ❂ ✮✦NP✎

✠✧

✧✛✥✂✚★✄✢✣☎ ✧✚✬✦✦★✦ ✩✜✬✭✚★✦ ✁ ✩✤★ ✪✛✚☎✫✛✥✢✬✚ ✫✢★✜✬✜✭✤☎

✓★✮✪✭✣✢✛✫✦ ✁ ✧✛✥✂✚★✣★✫★✦✦

❀✁✷✸✪✁❋✻✺✻✹✻✼✼

✘✞✁✡✟✁✓

☞✬ ✪❁✦ ✮✑✤✣✣✧✣ ❈ ✤★✞ ❈ ✏ ✤✥✧ ☎✦✪✭ ✮✑✦✣✧✞ ✫★✞✧✥ ✥✧✞✫✮✪✢✦★✣ ✤★✞ ✪✭✧✥✧ ✢✣ ✤★

✰ ✞ ✞✟ ✮✦●❍✑✧✪✧ ✬✦✥ ☎✦✪✭ ❈ ✤★✞ ❈ ✏✁ ✪✭✧★ ❈ ❂ ❈ ✏✍

✽✡✍✠✆☎✁✟ ✄✞✁ Computation Table ✡ ✡✝ ☛ ✌✡☞✔❅✄✆✓✁ ✘✎ ✂✭✒✮✬
☛

☞

✌

✍
✡☎✾ ✟✁✌✟✁✠✁✍✄✠ ✄✞✁ ✂✡✍✄✁✍✄✠ ✡✝ ✄☛✌✁ ✌✡✠✆✄✆✡✍ ❍ ☛✄ ✠✄✁✌ ✢✎

✆✕✄ ✞✡✂ ✄✡ ✟✁✓✁✓✑✁✟ ✄✞✁ ✞✁☛☎ ✌✡✠✆✄✆✡✍ ☛✍☎ ✠✄☛✄✁✵

✝✪ ✪✭✧ ✢☎✆ ✣✪✧❍✯ ✢✬ ✪✭✧ ✣✪✤✪✧ ✢✣ ✎ ✤★✞ ✪✭✧ ✭✧✤✞ ✢✣ ✢★ ❍✦✣✢✪✢✦★ ❍✁ ✪✭✧★

✡☎✾ ✱ ✞× ✏✎

☞✁ ✠☛✔ ✄✞☛✄ ✄✞✁ ✄☛✑☞✁ ✆✠ accepting ✆✝ ✡⑤✑⑤✒✓✶✽✾ ✱ ✭✞ × ④✎✔✕✖⑥✮✗ ✝✡✟

✠✡✓✁ ❍✎

✏✑✠✁✟✒✁ ✄✞☛✄ ✡☎✾ ☎✁✌✁✍☎✠ ✡✍☞✔ ✡✍ ✄✞✁ ✂✡✍✄✁✍✄✠ ✡✝ ✄✞✁ same ✡✝

adjacent ✌✡✠✆✄✆✡✍✠ ☛✄ ✄✆✓✁ ✢ ✗ ✘✎

✠✙

✧✛✥✂✚★✄✢✣☎ ✧✚✬✦✦★✦ ✩✜✬✭✚★✦ ✁ ✩✤★ ✪✛✚☎✫✛✥✢✬✚ ✫✢★✜✬✜✭✤☎

✓★✮✪✭✣✢✛✫✦ ✁ ✧✛✥✂✚★✣★✫★✦✦

❀✁✷✸✪✁❋✻✺✻✹✻✼✼

✘✞✁✡✟✁✓

❋■✫ ✢✣ P✩✮✦●❍✑✧✪✧✍

Proof✬ ✭★★ ✩✤✮ ✒✮✔ ✰✂✮✔✙✒✱ ✢✫ ✲✔✳

☞✁ ✞☛✒✁ ✄✡ ✠✞✡✂ ✄✞☛✄ ✝✡✟ ☛✍✔ ✰ ✱ P ✄✞✁✟✁ ✆✠ ☛ ✟✁☎✕✂✄✆✡✍ ✯ ✝✟✡✓ ✰

✄✡ ✽✚✿✎

✯✭✒✮ ✓✕✠✄ ✑✁ ☛ ✒☛✟✆☛✑☞✁❅✝✟✁✁ ✂✆✟✂✕✆✄ ✠✕✂✞ ✄✞☛✄ ✒ ✱ ✰ ✛ ✯✭✒✮ ❂ ✘✎

✡☎✾ ☎✁✌✁✍☎✠ ✡✍☞✔ ✡✍ ✡☎✓✶✽✾✓✶✱ ✡☎✓✶✽✾✱ ✡☎✓✶✽✾✰✶✎

✲✁✄ ✜ ❂ ✞ ✢ ✭✞ × ✏✮✎

❄✍✂✡☎✁ ✣ ✱ ✜ ☛✠ ✭✣✶✱ ❃ ❃ ❃ ✱ ✣✪✮✗ ✂✞✁✟✁ ● ❂ ✣☞✡✖ ⑤✜⑤✤✎

✘✞✁✍ ✄✞✁ ✂✡✓✌✕✄☛✄✆✡✍ ✄☛✑☞✁ ✂☛✍ ✑✁ ✠✁✁✍ ☛✠ ☛ ✄☛✑☞✁ ✡✝ ✑✆✍☛✟✔ ✁✍✄✟✆✁✠

✥☎✾✩✗ ✘ ✹ ✦ ✹ ●✎

✥☎✾✩ ☎✁✌✁✍☎✠ ✡✍☞✔ ✡✍ ✄✞✁ ✸● ✁✍✄✟✆✁✠ ✥☎✓✶✽✾✓✶✽✩✄ ✱ ✥☎✓✶✽✾✽✩✄ ✱ ✥☎✓✶✽✾✰✶✽✩✄

✗✂✞✁✟✁ ✘ ✹ ✦✏ ✹ ●✎



✠✠

✧✛✥✂✚★✄✢✣☎ ✧✚✬✦✦★✦ ✩✜✬✭✚★✦ ✁ ✩✤★ ✪✛✚☎✫✛✥✢✬✚ ✫✢★✜✬✜✭✤☎

✓★✮✪✭✣✢✛✫✦ ✁ ✧✛✥✂✚★✣★✫★✦✦

❀✁✷✸✪✁❋✻✺✻✹✻✼✼

Proof ♣✂✡✍✄❆☎s✬

❁✡✗ ✄✞✁✟✁ ☛✟✁ ● ✆✡✡☞✁☛✍ ✓✕✍✂✄✆✡✍✠ ✬✶✱ ❃ ❃ ❃ ✱ ✬✪ ✿ ④✵✱ ✘⑥❈✪ � ④✵✱ ✘⑥

✠✎✄✎✬
✥☎✾✩ ❂ ✬✩✭

✁✂
✄ ☎✓✶✽✾✓✶✱

✁✂
✄ ☎✓✶✽✾✱

✁✂
✄ ☎✓✶✽✾✰✶✮

✘✞✕✠✗ ✄✞✁✟✁ ✁✵✆✠✄✠ ☛ ✆✡✡☞✁☛✍ ✽✆✟✂✕✆✄ ❋ ✂✆✄✞ ✸● ✆✍✌✕✄✠ ☛✍☎ ●

✡✕✄✌✕✄✠ ✂✡✓✌✕✄✆✍✖ ✡☎✾✎

❋ ☎✁✌✁✍☎✠ ✡✍☞✔ ✡✍ ✂✗ ☛✍☎ ✞☛✠ ✂✡✍✠✄☛✍✄ ✠✆✄✁✎

✯✭✒✮ ✂✆☞☞ ✑✁ ✭⑤✒⑤✺ ✗ ✘✮ × ✭⑤✒⑤✺ ✗ ❇✮ ✂✡✌✆✁✠ ✡✝ ❋✎

✘✞✁ ✆✍✌✕✄ ✖☛✄✁✠ ☛✟✁ ★✵✁☎✎

✯✭✒✮❆✠ ✡✕✄✌✕✄ ✖☛✄✁ ✂✆☞☞ ✑✁ ✄✞✁ ★✟✠✄ ✑✆✄ ✡✝ ❋⑤✑⑤✒✓✶✽✶✎

✘✞✁ ✂✆✟✂✕✆✄ ❋ ✆✠ ★✵✁☎✗ ✠✡ ✂✁ ✂☛✍ ✖✁✍✁✟☛✄✁ ✆✍☎✁✵✁☎ ✂✡✌✆✁✠ ✡✝ ❋✗

✕✠✆✍✖ ❖ ✭☞✡✖ ⑤✒⑤✮ ✠✌☛✂✁ ✝✡✟ ✆✍☎✁✵✆✍✖✎ ❂

✠✒

✧✛✥✂✚★✄✢✣☎ ✧✚✬✦✦★✦ ✩✜✬✭✚★✦ ✁ ✩✤★ ✪✛✚☎✫✛✥✢✬✚ ✫✢★✜✬✜✭✤☎

✓★✮✪✭✣✢✛✫✦ ✁ ✧✛✥✂✚★✣★✫★✦✦

✷�✞✷☎�✡ ☎✆✡ ✝ ☎✆✡

✿✁★✍✆✄✆✡✍ ♣✽✑❂✽❃✑✘ ❁✱✘s

✎✆✒✁✍ ✆✡✡☞✁✍ ✽✆✟✂✕✆✄ ❋✗ ✆✠ ✄✞✁✟✁ ☛ ✄✟✕✄✞ ☛✠✠✆✖✍✓✁✍✄ ✒ ☛✌✌✟✡✌✟✆☛✄✁ ✄✡ ❋✗

✠✕✂✞ ✄✞☛✄ ❋✭✒✮ ❂ ✘✵

✿✁★✍✆✄✆✡✍ ♣❁✱✘s

✎✆✒✁✍ ☛ ✆✡✡☞✁☛✍ ❄✵✌✟✁✠✠✆✡✍ ✞ ✆✍ ✽✳✓✗ ✆✠ ✆✄ ✠☛✄✆✠★☛✑☞✁✵

❄✵☛✓✌☞✁

✽✑❂✽❃✑✘ ❁✱✘ ✹✩
✪ ❁✱✘✬

✎✆✒✁✍ ❋� ✆✡✡☞✁☛✍ ✓✡✟✓✕☞☛ ✯✭❋✮✗ ✠✎✄✎ ❋✭✒✮ ❂ ✘ ✛ ✯✭❋✮✭✒✮ ❂ ✡✎

✚☛✟✆☛✑☞✁✠ ✡✝ ❋� ✒☛✟✆☛✑☞✁✠ ✡✝ ✯✭❋✮✎

✎☛✄✁ ✸ ✡✝ ❋� ✒☛✟✆☛✑☞✁ ✸ ✡✝ ✯✭❋✮✎

✠✯

✧✛✥✂✚★✄✢✣☎ ✧✚✬✦✦★✦ ✩✜✬✭✚★✦ ✁ ✩✤★ ✪✛✚☎✫✛✥✢✬✚ ✫✢★✜✬✜✭✤☎

✓★✮✪✭✣✢✛✫✦ ✁ ✧✛✥✂✚★✣★✫★✦✦

✷�✞✷☎�✡ ☎✆✡ ✝ ☎✆✡

❄✵☛✓✌☞✁

✎☛✄✁ ✸ ✡✝ ❋� ✂☞☛✕✠✁✠ ✆✍ ✯✭❋✮✬

✰ variable ✟✔✕✙✠ ✔✢✢ ✭➡✰ ✡ ☛✮ ☞ ✭✰ ✡ ➡☛✮ ✌ ✰ ✍ ☛
✰ TRUE ✟✔✕✙✠ ✔✢✢ ✭✰✮
✰ FALSE ✟✔✕✙✠ ✔✢✢ ✭➡✰✮
✰ NOT ✟✔✕✙ ✎ ✧✏✑✒✭✰✮ ❂ ✼✠ ✔✢✢ ✭➡✰ ✡ ➡✼✮ ☞ ✭✰ ✡ ✼✮ ✌ ✰ ✍ ➡✼
✰ OR ✟✔✕✙ ✎ ✧✏✑✒✭✰✮ ❂ ④✼✱ ✼✓⑥✠ ✔✢✢
✭➡✼ ✡ ✰✮ ☞ ✭➡✼✓ ✡ ✰✮ ☞ ✭✼ ✡ ✼✓ ✡ ➡✰✮ ✌ ✰ ✍ ✭✼ ✡ ✼✓✮
✰ AND ✟✔✕✙ ✎ ✔✏✑✒✭✰✮ ❂ ④✼✱ ✼✓⑥✠ ✔✢✢
✭➡✰ ✡ ✼✮ ☞ ✭➡✰ ✡ ✼✓✮ ☞ ✭➡✼ ✡ ➡✼✓ ✡ ✰✮ ✌ ✰ ✍ ✭✼ ☞ ✼✓✮
✰ output ✟✔✕✙✠ ✔✢✢ ✭✰✮

✯✭❋✮ ✆✠ ✠☛✄✆✠✕☛✑☞✁ ✆✝ ☛✍☎ ✡✍☞✔ ✆✝ ❋ ✆✠✎

✘✞✁ ✂✡✍✠✄✟✕✂✄✆✡✍ ✂☛✍ ✑✁ ☎✡✍✁ ✂✆✄✞✆✍ ☞✡✖ ⑤✒⑤ ✠✌☛✂✁✎ ❂

✒★

✧✛✥✂✚★✄✢✣☎ ✧✚✬✦✦★✦ ✩✜✬✭✚★✦ ✁ ✩✤★ ✪✛✚☎✫✛✥✢✬✚ ✫✢★✜✬✜✭✤☎

✓★✮✪✭✣✢✛✫✦ ✁ ✧✛✥✂✚★✣★✫★✦✦

✖✸❇✹❈✻❈ ☞❊❋✺❉✹� ❀❃✸❆❋✻✪

☞✁ ✂☛✍ ☎✁✕✍✁ ✄✞✁ ✄✆✓✁❅✑✡✕✍☎✁☎ ☛✍☛☞✡✖✕✁ ✡✝ ❀✿✬

✿✁✕✍✆✄✆✡✍ ♣✆✡✕✍☎✁☎ ❀☛☞✄✆✍✖ ✿✟✡✑☞✁✓ ♣✆❀✿ss

✎✆✒✁✍ ✄✞✁ ✂✡☎✁ ✗✂✘ ✡✝ ☛✍ ✳✘✎ ✂✗ ☛✍☎ ✆✍✌✕✄ ✒ ☛✍☎ ☛ ✠✄✟✆✍✖ ✵☎✗ ☎✁✂✆☎✁

✆✝ ✂ ☛✂✂✁✌✄✠ ✒ ✆✍ ✪ ✠✄✁✌✠✎

✘✞✁✡✟✁✓

☛✙✫ ✢✣ NP✩✮✦●❍✑✧✪✧✍

Proof✬

✆❀✿ ✱ NP✎

✲✁✄ ✝ ✱ NP✎ ✘✞✁✍✗ ✍ ✳✘✎✂ ☎✁✂✆☎✆✍✖ ✝ ✆✍ ✄✆✓✁ ❍✭⑤✒⑤✮✗ ✝✡✟ ✠✡✓✁

❍ ✱ ❍✦✑✆✭⑤✒⑤✮✎

✘✞✁ ✟✁☎✕✂✄✆✡✍ ✆✠ ✄✞✁ ✝✕✍✂✄✆✡✍ ✯✭✒✮ ❂ ✚✗✂✘✱ ✒✱ ✵✛❀⑤✑⑤❂✜✎ ❂



✒✔

✧✛✥✂✚★✄✢✣☎ ✧✚✬✦✦★✦ ✩✜✬✭✚★✦ ✁ ✩✤★ ✪✛✚☎✫✛✥✢✬✚ ✫✢★✜✬✜✭✤☎

✓★✮✪✭✣✢✛✫✦ ✁ ✧✛✥✂✚★✣★✫★✦✦

✷✸✸�✠✼ ✡☛✻✸❃✻✪

✘✞✁✡✟✁✓ ♣✽✡✡✁❆✠ ✘✞✁✡✟✁✓s

✥✝✡ ✢✣ NP✩✮✦●❍✑✧✪✧✍

Proof✬ ✭★★ ✩✤✮✒✮✴ ✰✂✮✔✠✔✱ ✢✫ ✲✔✳

❁✱✘ ✱ NP✎

✲✁✄ ✰ ✱ NP✎ ☞✁ ✂✆☞☞ ✠✞✡✂ ✄✞☛✄ ✰ ✹✂
✄ ✽✑❂✽❃✑✘ ❁✱✘ ✹✂

✄ ❁✱✘✎

❁✆✍✂✁ ✰ ✱ NP✗ ✄✞✁✟✁ ✁✵✆✠✄✠ ☛✍ ✳✿✘✎✂ ☎✁✂✆☎✆✍✖ ✰ ✆✍ ★✺ ✠✄✁✌✠✎

✲✁✄ ✭✮✶✱ ❃ ❃ ❃ ✱ ✮❁✒✮ ✱ ④✵✱ ✘⑥❁
✒
☛ ✂✁✟✄✆✕✂☛✄✁ ✝✡✟ ✂ ♣✘✙✥✔✧✧ ✕✓✙ ✬✖✤✔✘☎

✙✤✥✛✢✖✤✟ ✛✗ ✕✓✙ ✥✛✚✆✱✕✔✕✖✛✤ ✕✘✙✙s✎

✒✴

✧✛✥✂✚★✄✢✣☎ ✧✚✬✦✦★✦ ✩✜✬✭✚★✦ ✁ ✩✤★ ✪✛✚☎✫✛✥✢✬✚ ✫✢★✜✬✜✭✤☎

✓★✮✪✭✣✢✛✫✦ ✁ ✧✛✥✂✚★✣★✫★✦✦

✷✸✸�✠✼ ✡☛✻✸❃✻✪

Proof ♣✂✡✍✄❆☎s✬ ✭★★ ✩✤✮✒✮✴ ✰✂✮✔✠✔✱ ✢✫ ✲✔✳

✑✝ ✂✁ ✕✵ ☛ ✂✁✟✄✆✕✂☛✄✁✗ ✄✞✁✍ ✄✞✁ ✂✡✓✌✕✄☛✄✆✡✍ ✆✠ ✞✧✪✧✥●✢★✢✣✪✢✮ ♣✄✞✁

☞☛✍✖✕☛✖✁❆✠ ✚✁✟✆✕✁✟ ■✭✒✱ ✆✮ ✆✠ ☛ ✿✿✘✎s✎

❁✡✗ ✂✁ ✂☛✍ ☎✁✕✍✁ ✄✞✁ computation table ✡✭✂✱ ✒✱ ✗�✮ ✮✎

✱✠ ✑✁✝✡✟✁✗ ☛☞☞ ✍✡✍❅✄✡✌ ✟✡✂ ☛✍☎ ✍✡✍❅✁✵✄✟✁✓✁ ✂✡☞✕✓✍ ✂✁☞☞✠ ✡☎✾ ✂✆☞☞

☎✁✌✁✍☎ ✦★✑✆ ✡✍ ✡☎✓✶✽✾✓✶✱ ✡☎✓✶✽✾✱ ✡☎✓✶✽✾✰✶ ☛✍☎ ✄✞✁ ✍✡✍☎✁✄✁✟✓✆✍✆✠✄✆✂

✂✞✡✆✂✁ ✮☎✓✶✎

☞✁ ✍✡✂ ✕✵✁☎ ☛ ✂✆✟✂✕✆✄ ❋ ✂✆✄✞ ✸●✰ ✘ ✆✍✌✕✄ ✖☛✄✁✠✎
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