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So far

Nash’s Theorem (1950) Every (finite) game has a Nash Equilibrium.Nash’s Theorem (1950) Every (finite) game has a Nash Equilibrium.

Brouwer’sTheorem (1911) Every continuous function from a closed compact 
convex set to itself has a fixed point.

Brouwer’sTheorem (1911) Every continuous function from a closed compact 
convex set to itself has a fixed point.

Sperner’s Lemma (1950)   Every proper coloring of a triangulation has a 
panchromatic triangle.

Sperner’s Lemma (1950)   Every proper coloring of a triangulation has a 
panchromatic triangle.

Parity Argument (1990)  If a directed graph has an unbalanced node, then 
it must have another.

Parity Argument (1990)  If a directed graph has an unbalanced node, then 
it must have another.



What we knowWhat we know

Sperner

Brouwer

Nash

FNPFNP



General 2 player gamesGeneral 2‐player games



Nash vs NPNash vs NP 

The problem resisted polynomial algorithms for a long time which 
altered the research direction towards hardness results.

The first idea would be to prove Nash an FNP‐complete problem.

But accepting an      FSAT  Nash      

reduction directly implies    NP=coNP. (!)  



Nash vs TFNPNash vs TFNP 

What prevented our previous attempt was the fact that Nash problem 
always has solutionalways has solution.

So the next idea would be to prove it complete for this class.

But no complete problem is known for TFNP.



Complexity Theory of Total Search 
ProblemsProblems

In order to overcome the obstacles we face we need to work as follows:In order to overcome the obstacles we face we need to work as follows:

Id tif  th   bi t i l  t t  th t  k     bl  t t l1. Identify the combinatorial structure that makes our problems total.

2. Define a new complexity class inspired from our observation.

3. Check the ‘tightness’ of our class – in other words that our problems are 
complete for the class.



Sperner’s Lemma revisitedSperner’s Lemma revisited

no yellow

No matter how the 
internal nodes are 
colored there exists a 
tri‐chromatic tri‐chromatic 
triangle.

In fact there will be an 
dd  b   f th

no blue

odd number of them.

no red



Proof of Sperner’s LemmaProof of Sperner’s Lemma

1 We introduce an 1. We introduce an 
artificial vertex on 
the bottom left

2. We define a 

▪ Claim: The walk can’t 
get out nor can it 
loop into itself

directed walk 
crossing red‐yellow 
doors having red on  ▪ It follows that there !our left

It follows that there 
is an odd number of   
tri‐chromatic 
triangles

!

triangles



Parity Argument
G h R t tiGraph Representation

▪ By the parity 
argument there is 
always an even always an even 
number of 
solutions

▪ Notice that if we 
insist in finding 
the pair of our ... p
green node the 
problem is 
beyond FNP!



Why Sperner is hard?Why Sperner is hard?

Circuit



The PPAD Class [Papadimitriou ’94]The PPAD Class [Papadimitriou 94]

father

Fnode id node id

Cnode id node id

hild

END OF THE         
LINE        

Given F and  C : If 0n is an unbalanced node, find 
another unbalanced node. Otherwise say “yes”.

child

LINE         another unbalanced node. Otherwise say yes .

PPAD = { Search problems in FNP reducible to END OF THE LINE} 



What we knowWhat we know

FNP           NP NPFNP           NP=coNP

TFNP        Semantic 

PPAD

Sperner

Brouwer

Nash



2‐Nash PPAD‐complete 
[D k l ki G ldb P di it i 2006][Daskalakis,Goldberg,Papadimitriou 2006]

[Pap ’94]

...
0n

[DGP ’05]

Embed PPAD

[DGP ’05]

Generic PPAD
Embed PPAD 
graph in [0,1]3 3D-SPERNER

‐
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[DGP ’05] [DGP ’05]
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Arithmetic Circuit Sat Polymatrix game

[DGP ’05] [DGP ’05] [DGP ’05]



PPAD completeness of 2 NashPPAD completeness of 2‐Nash 

TFNPTFNP



Arguments of existence and 
respective complexity classesrespective complexity classes
PPA[Papadimitriou ’94]

‘If a node has odd degree then there must be an other ’‘If a node has odd degree then there must be an other.

n‐bit 
input 

Nnode id { node id1 , node id2}

input 

Nnode id { node id1 , node id2}

Given N: If 0n has odd degree, find another node 
with odd degree. Otherwise say “yes”.

ODD DEGREE NODE

PPA = { Search problems in FNP reducible to ODD DEGREE NODE}



PPA
G h R t tiGraph Representation

{0,1}n

...
0n



PLS [JPY ‘89]PLS [JPY ‘89]

‘Every DAG must have a sink.’

Local Max Cut is a well known PLS‐complete problem.

Spoiler! PNE in Congestion Games is also PLS‐complete.



PLS [JPY ‘89]PLS [JPY ‘89]

G h kn bit  ‘Every DAG must have a sink.’n‐bit 
input 

kn‐bit 
output

Nnode id {node id1, …, node idk}

Vnode id

FIND SINK

PLS = { Search problems in FNP reducible to FIND SINK}



PLS 
G h R t tiGraph Representation

{0,1}n

Exponentially large directed
acyclic graph



PPPPPP

“If f ti l t t 1 l t th th i lli i ”“If a function maps n elements to n-1 elements, then there is a collision.”

Fnode id node id

COLLISION Given F:  Find x s.t. F( x )= 0n; or find x ≠ y s.t. F(x)=F(y). 

PPP = { Search problems in FNP reducible to COLLISION }



InclusionsInclusions



Looking at Symmetric Games is no loss of generality!



Reduction from Nash to Symmetric NashReduction from Nash to Symmetric Nash



RecapRecap

▪ NE in general 2‐player games                                PPAD complete                                 ▪ NE in general 2‐player games                                PPAD complete                                 g p y g p
( Lemke‐Howson exponential running time algorithm )    

g p y g p
( Lemke‐Howson exponential running time algorithm )    

In order to sidestep the probable intractability of NE we are going to relax 
our equilibrium concept!q p



Approximate Nash EquilibriumApproximate Nash Equilibrium



Lipton  Markakis Mehta   ’03
M i ltMain result



Lipton  Markakis  Mehta   ’03
P f Sk t h i P b bili ti M th dProof Sketch via Probabilistic Method


