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1ç ÓåéñÜ �ñáð�þí ÁóêÞóåùí - Çì/íßá �áñÜäïóçò 4/11/2019

¢óêçóç 1: Áóõìð�ù�éêüò Óõìâïëéóìüò, ÁíáäñïìéêÝò Ó÷Ýóåéò.

(á) Íá �áîéíïìÞóå�å �éò ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåéò óå áýîïõóá óåéñÜ �Üîçò ìåãÝèïõò, íá âñåß�å äç-
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åðéóçìÜíå�å �éò óõíáñ�Þóåéò ðïõ Ý÷ïõí ßäéá �Üîç ìåãÝèïõò.

(

p

n)! 2

(log

2

n)

4

log(n!)=(log n)

3

n2

2

2

100

n

P

n

k=0

�

n

k

�

log (

�

2n

n

�

)

P

n

k=1

k2

k

P

n

k=1

k2

�k

(â) Íá õðïëïãßóå�å �çí �Üîç ìåãÝèïõò �( ) �ùí ëýóåùí �ùí ðáñáêÜ�ù áíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùí. �éá

üëåò �éò ó÷Ýóåéò, íá èåùñÞóå�å ü�é T (1) = �(1).
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¢óêçóç 2: ÄéÜó�çìá ÅëÜ÷éó�ïõ ÌÞêïõò ðïõ Êáëýð�åé üëïõò �ïõò �ßíáêåò
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Üëëá ëüãéá, èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå Ýíá äéÜó�çìá åëÜ÷éó�ïõ ìÞêïõò ðïõ ðåñéÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá

ó�ïé÷åßï áðü êÜèå ðßíáêá). Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìïõ ãñáììéêïý ÷ñüíïõ ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá.

Íá áé�éïëïãÞóå�å óõíïð�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

(â) Äßíïí�áé m �áîéíïìçìÝíïé ðßíáêåò áêåñáßùí A

1

[1 : : : n

1

℄, A

2

[1 : : : n

2

℄, : : : ; A

m

[1 : : : n

m

℄. Áí�ß-

ó�ïé÷á ìå �ï (á), èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå èÝóåéò i

1

; i

2

; : : : ; i

m

ó�ïõò ðßíáêåò A

1

; A

2

; : : : ; A

m

þó�å

íá åëá÷éó�ïðïéçèåß ç äéáöïñÜ:

max

�

A

1

[i

1

℄; : : : ; A

m

[i

m

℄

	

�min

�

A

1

[i

1

℄; : : : ; A

m

[i

m

℄

	

Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò O(mN) ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá, üðïõ N =
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Íá áé�éïëïãÞóå�å óõíïð�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

(ã) �ïéá åßíáé ëåé�ïõñãßá ðïõ êáèïñßæåé �ïí ÷ñüíï åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ ó�ï (â); Íá åîçãÞóå�å

ðùò (êáé êá�Ü ðüóï) ìðïñåß íá åðé�á÷õíèåß ç õëïðïßçóÞ �çò. Ìå âÜóç áõ�ü, íá âåë�éþóå�å �ïí ÷ñüíï

åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ.
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¢óêçóç 3: �áßæïí�áò ×áñ�éÜ

¸ó�ù ìéá �õ÷áßá áíáêá�åìÝíç �ñÜðïõëá ìå n êÜñ�åò, áñéèìçìÝíåò áðü 1 ìÝ÷ñé êáé n. ÔñáâÜìå

óõíå÷þò öýëëá áðü �çí êïñõöÞ �çò �ñÜðïõëáò (åíüóù õðÜñ÷ïõí) êáé �á �ïðïèå�ïýìå óýìöùíá ìå

�ïõò ðáñáêÜ�ù êáíüíåò:

� Ç ðñþ�ç êÜñ�á ìðáßíåé ó�çí êïñõöÞ ìéáò ó�ïßâáò.

� �éá êÜèå åðüìåíç êÜñ�á 
, åß�å (i) ç 
 �ïðïèå�åß�áé ó�çí êïñõöÞ ìéáò õðÜñ÷ïõóáò ó�ïßâáò, ãéá

�çí ïðïßá ç áîßá �çò êÜñ�áò 


0

ó�çí êïñõöÞ �çò åßíáé ìåãáëý�åñç áðü �çí áîßá �çò 
 (ïðü�å ç


 �ïðïèåß�áé ðÜíù áðü �çí 


0

êáé ãßíå�áé êïñõöÞ �çò ó�ïßâáò), åß�å (ii) äçìéïõñãåß�áé ìéá íÝá

ó�ïßâá äåîéü�åñá áðü �éò õðÜñ÷ïõóåò ìå ìïíáäéêü ó�ïé÷åßï (êáé êïñõöÞ) �ç 
.

Ôï ðáé÷íßäé ïëïêëçñþíå�áé óå n ãýñïõò, ü�áí Ý÷ïõí åîáí�ëçèåß ïé êÜñ�åò áðü �çí �ñÜðïõëá.

�áñÜäåéãìá. Èåùñïýìå ìéá �ñÜðïõëá ìå 6 öýëëá ó�çí åîÞò óåéñÜ: 6; 3; 5; 2; 4; 1. Ó�ï 1ï ãýñï, �ï 6 äç-

ìéïõñãåß ìéá ó�ïßâá. Ó�ïí 2ï ãýñï, �ï 3 �ïðïèå�åß�áé ðÜíù áðü �ï 6 ó�çí ðñþ�ç ó�ïßâá. Ó�ïí 3ï ãýñï,

�ï 5 åßíáé ìåãáëý�åñï �ïõ 3 êáé Ý�óé ðñÝðåé íá îåêéíÞóåé êáéíïýñãéá ó�ïßâá (ïðü�å Ý÷ïõìå �çí êá�Ü-

ó�áóç [(6; 3); (5)℄). Ó�ïí 4ï ãýñï, �ï 2 ìðïñåß íá �ïðïèå�çèåß ó�çí êïñõöÞ ïðïéáóäÞðï�å áðü �éò äýï

ó�ïßâåò (ïðü�å Ý÷ïõìå åß�å �çí êá�Üó�áóç [(6; 3; 2); (5)℄ åß�å �çí êá�Üó�áóç [(6; 3); (5; 2)℄). ÁíÜëïãá ìå

�çí åðéëïãÞ ìáò ó�ïí 4ï ãýñï, �ï ðáé÷íßäé ìðïñåß íá êá�áëÞîåé åß�å ó�çí êá�Üó�áóç [(6; 3; 2; 1); (5; 4)℄

åß�å óå ìßá áðü �éò êá�áó�Üóåéò [(6; 3; 1); (5; 2); (4)℄ Þ [(6; 3); (5; 2; 1); (4)℄ Þ [(6; 3); (5; 2); (4; 1)℄ .

1. Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ åëÜ÷éó�ïðïéåß �ï ðëÞèïò �ùí ó�ïéâþí ðïõ äçìéïõñ-

ãïýí�áé êá�Ü �ç äéÜñêåéá �ïõ ðáé÷íéäéïý. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò êáé

íá åê�éìÞóå�å (êáé íá ðñïóðáèÞóå�å íá âåë�éó�ïðïéÞóå�å) �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ

áëãïñßèìïõ óáò ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç.

2. ÅîçãÞó�å ðùò ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå �ïí áëãüñéèìï �ïõ (1) ãéá íá �áîéíïìÞóïõìå (ìå ÷ñïíéêÜ

áðïäï�éêü �ñüðï) �çí �ñÜðïõëá. �ïéïò åßíáé ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ �áîéíüìçóçò ðïõ

ðñïêýð�åé ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç;

3. Íá ðåñéãñÜøå�å �ç ëåé�ïõñãßá �ùí áëãüñéèìùí ðïõ äéá�õðþóá�å ó�á (1) êáé (2) ìå åßóïäïõò

3; 2; 4; 7; 8; 1; 5; 6 . �üóåò ó�ïßâåò ðñïêýð�ïõí; �ïéï åßíáé �ï ìÞêïò �çò ìÝãéó�çò áýîïõóáò õðá-

êïëïõèßáò �çò åéóüäïõ;

4. Íá äåßîå�å ü�é �ï ðëÞèïò �ùí ó�ïéâþí ó�éò ïðïßåò êá�áëÞãïõìå (áíåîÜñ�ç�á áðü �ïí áëãüñéèìï

ðïõ áêïëïõèïýìå) åßíáé ðÜí�á ìåãáëý�åñï Þ ßóï �ïõ ìÞêïõò �çò ìÝãéó�çò áýîïõóáò õðáêïëïõèßáò

�çò åéóüäïõ.

5. Bonus: Óå ó÷Ýóç ìå �ï ðñüâëçìá �çò ìÝãéó�çò áýîïõóáò õðáêïëïõèßáò, �é ñüëï ðáßæåé �ï êïñõöáßï

ó�ïé÷åßï �çò k-ïó�Þò (ìå�ñþí�áò áðü �á áñéó�Ýñá ðñïò �á äåîéÜ) ó�ïßâáò; Ìå âÜóç áõ�ü, íá

åîçãÞóå�å ãéá�ß ï áëãüñéèìïò �ïõ (1) ëýíåé �ï ðñüâëçìá �çò ìÝãéó�çò áýîïõóáò õðáêïëïõèßáò. Ôé

ðáñá�çñåß�å óå ó÷Ýóç ìå �ï ìÞêïò �çò ìÝãéó�çò öèßíïõóáò õðáêïëïõèßáò;

6. Íá äåßîå�å ü�é ãéá êÜèå áíáêÜ�åìá ìéáò �ñÜðïõëáò ìå nm + 1 öýëëá, ï áëãüñéèìïò �ïõ (1)

äçìéïõñãåß åß�å �ïõëÜ÷éó�ïí n+1 ó�ïßâåò åß�å ìéá ó�ïßâá ìåãÝèïõò �ïõëÜ÷éó�ïí m+1. Ìðïñåß�å

íá óõíäÝóå�å áõ�Þ �çí ðáñá�ÞñçóÞ óáò ìå ãíùó�ü èåþñçìá �ùí Äéáêñé�þí Ìáèçìá�éêþí; Íá

äþóå�å ìéá áêïëïõèßá åéóüäïõ ìå 25 êÜñ�åò üðïõ ï áëãüñéèìïò �ïõ (1) äçìéïõñãåß 5 ó�ïßâåò

ìåãÝèïõò 5.

¢óêçóç 4: �ñÞãïñç ÅðéëïãÞ ó�ï �åäßï �çò ÌÜ÷çò

Ôá ðñïçãïýìåíá äýï ÷ñüíéá, ïé êÜ�ïéêïé �çò ÷þñáò �ùí Áëãïñßèìùí åß÷áí ÷ùñéó�åß óå äýï ó�ñá�ü-

ðåäá, äéáöùíþí�áò ãéá �ï ðüóï óçìáí�éêÞ åßíáé ç ÄõáäéêÞ ÁíáæÞ�çóç (ãéá ëåð�ïìÝñåéåò, äåß�å �çí
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åêöþíçóç �çò 1çò ðñïãñáììá�éó�éêÞò Üóêçóçò �ùí äýï ðñïçãïýìåíùí å�þí). Ç åéñÞíç äåí öáßíå�áé

ü�é èá êñá�Þóåé ãéá ðïëý, áöïý Ý÷ïõí îåóðÜóåé íÝåò äéáöùíßåò ãéá ðüóï óçìáí�éêüò áëãüñéèìïò

åßíáé ç Qui
ksele
t!

¼ðùò êáé ó�ï ðáñåëèüí, ïé êÜ�ïéêïé Ý÷ïõí ÷ùñéó�åß óå äýï ó�ñá�üðåäá êáé êá�Ý÷ïõí äýï (ðïëý

ðñïçãìÝíïõò ðëÝïí) åê�ïîåõ�Ýò óùìá�éäßùí �ïõò ïðïßïõò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõí óáí üðëï. Èåùñïýìå

ðùò �ï ðåäßï ìÜ÷çò Ý÷åé �ç ìïñöÞ ìéáò áðÝñáí�çò åõèåßáò. Ïé äýï áí�éìá÷üìåíåò ðëåõñÝò �ïðïèå�ïýí

�ïõò åê�ïîåõ�Ýò �ïõò ó�éò èÝóåéò x = 0 êáé x = L. Ï åê�ïîåõ�Þò �ïõ ðñþ�ïõ ó�ñá�ïðÝäïõ åêðÝìðåé

óùìá�ßäéá �ýðïõ a ðñïò �á äåîéÜ êáé ï åê�ïîåõ�Þò �ïõ äåý�åñïõ ó�ñá�üðåäïõ åêðÝìðåé óùìá�ßäéá

�ýðïõ b ðñïò �á áñéó�åñÜ. Èåùñïýìå ðùò ç ìÜ÷ç îåêéíÜåé �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t = 0, êáé ï �ñüðïò ìå

�ïí ïðïßï áëëçëåðéäñïýí �á óùìá�ßäéá êáèïñßæå�áé áðü �ïõò ðáñáêÜ�ù êáíüíåò:

� Áí äýï óùìá�ßäéá äéáöïñå�éêïý �ýðïõ óõãêñïõó�ïýí ìå�áîý �ïõò, �ü�å áõ�Ü åîáûëùíïí�áé.

� Áí äýï óùìá�ßäéá ßäéïõ �ýðïõ óõãêñïõó�ïýí ìå�áîý �ïõò, �ü�å �ï Ýíá ðñïóðåñíÜåé �ï Üëëï ÷ùñßò

íá åîáûëùèïýí.

Ç �å÷íïëïãßá �ùí åê�ïîåõ�þí Ý÷åé ðñïïäåýóåé �üóï ðïëý ðïõ åðé�ñÝðåé ó�çí �á÷ý�ç�á �ùí åêðå-

ìðüìåíùí óùìá�éäßùí íá ìå�áâÜëå�áé äéáñêþò. ¸�óé, �á åêðåìðüìåíá óùìá�ßäéá ðñáãìá�ïðïéïýí

êßíçóç ìå ó�áèåñÞ êá�åýèõíóç (äçë. �á óùìá�ßäéá �ýðïõ a êéíïýí�áé ðÜí�á ðñïò �á äåîéÜ êáé �á

óùìá�ßäéá �ýðïõ b êéíïýí�áé ðÜí�á ðñïò �á áñéó�åñÜ), áëëÜ ü÷é áðáñáß�ç�á ïìáëÞ (äçë. ç �á÷ý�ç�á

åíüò óùìá�éäßïõ ìðïñåß íá áõîïìåéþíå�áé áõèáßñå�á ìå �ïí ÷ñüíï). �íùñßæïõìå ìüíï ü�é êÜèå áí�é-

ìá÷üìåíç ðëåõñÜ åê�ïîåýåé n óùìá�ßäéá êáé ü�é ç �á÷ý�ç�á êÜèå óùìá�ßäßïõ äåí ìðïñåß ðï�Ý íá

îåðåñÜóåé �ï V

max

êáé äåí ìðïñåß ðï�Ý íá åßíáé ìéêñü�åñç áðü V

min

> 0.

Ïé ó�ñá�çãïß �ùí äýï ó�ñá�ïðÝäùí åíäéáöÝñïí�áé íá ìÜèïõí ðü�å ãßíå�áé ç ðñþ�ç óýãêñïõóç

óùìá�éäßùí êáé ðïéá åßíáé �á óùìá�ßäéá ðïõ óõììå�Ý÷ïõí óå áõ�Þ. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü

áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá êáé íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëï-

êü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò, óå êáèåìßá áðü �éò ðáñáêÜ�ù ðåñéð�þóåéò:

� Ç ðëåõñÜ ðïõ åê�ïîåýåé �á óùìá�ßäéá a Ý÷åé ó�ç äéÜèåóÞ �çò Ýíáí õðåñõðïëïãéó�Þ ðïõ ãéá êÜèå

óùìá�ßäéï i (�ï i ìðïñåß íá åßíáé �ýðïõ a Þ �ýðïõ b) êáé ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t � 0 õðïëïãßæåé

óå ó�áèåñü ÷ñüíï (êáé ìå áðüëõ�ç áêñßâåéá) �ç èÝóç �ïõ i �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t.

� Ç ðëåõñÜ ðïõ åê�ïîåýåé �á óùìá�ßäéá b Ý÷åé ó�ç äéÜèåóÞ �çò Ýíáí Üëëï õðåñõðïëïãéó�Þ ðïõ

ãéá êÜèå æåõãÜñé óùìá�éäßùí i (�ýðïõ a) êáé j (�ýðïõ b) õðïëïãßæåé óå ó�áèåñü ÷ñüíï (êáé ìå

áðüëõ�ç áêñßâåéá) �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t ðïõ �á äýï óùìá�ßäéá óõãêñïýïí�áé.

¢óêçóç 5: ÊñõììÝíïò Èçóáõñüò

¼�áí ïé åéóâïëåßò �çò öõëÞò Heuristi
s áðï÷þñçóáí íéêçìÝíïé áðü �ç ÷þñá �ùí Áëãïñßèìùí, äåí

êá�Üöåñáí íá ðÜñïõí ìáæß �ïõò êáíÝíá ëÜöõñï. Ôá Ýèáøáí üëá óå Üãíùó�ç èÝóç x êá�Ü ìÞêïò �çò

êåí�ñéêÞò áñ�çñßáò �çò ÷þñáò. Ï �ñüåäñïò �çò ÷þñáò óáò áíÝèåóå íá öÝñå�å ó�ï öùò áõ�üí �ïí

óçìáí�éêü èçóáõñü. �éá �ïí óêïðü áõ�ü, Ý÷å�å ðñïìçèåõ�åß Ýíáí áíé÷íåõ�Þ ìå�Üëëùí ðïõ ìðïñåß íá

áíé÷íåýóåé �ïí èçóáõñü, áí âñåèåß Ýó�ù êáé ó�éãìéáßá ðÜíù áðü áõ�üí.

Èåùñåß�å ü�é ç êåí�ñéêÞ ïäéêÞ áñ�çñßá �çò ÷þñáò áí�éó�ïé÷åß ó�çí åõèåßá �ùí áêåñáßùí áñéèìþí,

êáé èá îåêéíÞóå�å �çí áíáæÞ�çóÞ óáò áðü �ç èÝóç 0. Ç èÝóç x �ïõ êñõììÝíïõ èçóáõñïý åßíáé Üãíùó�ç

êáé ìðïñåß íá åßíáé ïðïéïóäÞðï�å áñéèìüò �ïõ Z. Ôï ìüíï ðïõ ìðïñåß�å íá êÜíå�å åßíáé íá êéíåßó�å,

ðÝñá - äþèå, ó�çí êåí�ñéêÞ áñ�çñßá, ìÝ÷ñé íá ðåñÜóå�å ðÜíù áðü �ç èÝóç x êáé ï áíé÷íåõ�Þò óáò

íá åí�ïðßóåé �ïí èçóáõñü. �éá �ïí ðñïãñáììá�éóìü �ùí êéíÞóåþí óáò, èÝëå�å íá ÷ñçóéìïðïéÞóå�å

Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ èá óáò åðé�ñÝøåé íá áíáêáëýøå�å �ç èÝóç x äéáíýïí�áò áðüó�áóç
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O(jxj). Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí �Ý�ïéï áëãüñéèìï êáé íá äåßîå�å ü�é õðÜñ÷åé ó�áèåñÜ 
 (ãéá �çí ïðïßá

ðñÝðåé íá õðïëïãßóå�å Ýíá, êá�Ü �ï äõíá�üí áêñéâÝò, Üíù öñÜãìá) Ý�óé þó�å ï áëãüñéèìïò óáò íá

åîáóöáëßæåé ü�é (ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç) èá âñåß�å �ïí èçóáõñü ìå�Ü áðü 
 jxj âÞìá�á, �ï ðïëý.
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