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¢óêçóç 1: Ìå�áöïñÜ ÄåìÜ�ùí

Äïõëåýå�å ó�ï �á÷õäñïìåßï êáé ÷ñåéÜæå�áé íá ìåñéìíÞóå�å ãéá �ç ìå�áöïñÜ n åõáßóèç�ùí ðáêÝ�ùí. Ï

äéáèÝóéìïò ÷þñïò åßíáé ðåñéïñéóìÝíïò (âë. bla
k Friday, 
yber Monday, êáé Üëëá åïñ�áó�éêÜ). Ïðü�å

�á ðáêÝ�á ðñÝðåé íá ó�ïéâá÷èïýí, �ï Ýíá ðÜíù ó�ï Üëëï, óå Ýíá ìå�áöïñéêü ü÷çìá. ÊÜèå ðáêÝ�ï i

Ý÷åé âÜñïò w

i

> 0 êáé áí�ï÷Þ d

i

> 0. Ìéá ó�ïßâáîç åßíáé áóöáëÞò, áí êÜèå ðáêÝ�ï ìðïñåß íá áí�Ýîåé

�ï óõíïëéêü âÜñïò �ùí ðáêÝ�ùí ðïõ âñßóêïí�áé áðü ðÜíù �ïõ (äéáöïñå�éêÜ, Ýíá ðáêÝ�ï ìðïñåß íá

êá�áó�ñáöåß êá�Ü �ç ìå�áöïñÜ). �éá ðáñÜäåéãìá, ç ó�ïßâáîç (1; : : : ; n) åßíáé áóöáëÞò, áí ãéá êÜèå

ðáêÝ�ï i, 1 � i � n� 1, éó÷ýåé ü�é d

i

�

P

n

j=i+1

w

j

.

(á) Ï ÷ñüíïò ðéÝæåé! ÈÝëå�å (åýêïëá êáé ãñÞãïñá) íá äéåñåõíÞóå�å áí õðÜñ÷åé áóöáëÞò ó�ïßâáîç

ãéá �á ðáêÝ�á (w

1

; d

1

); : : : ; (w

n

; d

n

). Áí õðÜñ÷åé, èá �çí õéïèå�Þóå�å, äéáöïñå�éêÜ ðñÝðåé íá áðåõ-

èõíèåß�å Üìåóá ó�ïí ðñïúó�Üìåíü óáò. Íá åîå�Üóå�å áí êÜðïéï áðü �á ðáñáêÜ�ù êñé�Þñéá åããõÜ�áé

�ïí õðïëïãéóìü ìéáò áóöáëïýò ó�ïßâáîçò, åöüóïí áõ�Þ õðÜñ÷åé. �éá êÜèå êñé�Þñéï, ðñÝðåé åß�å íá

áðïäåßîå�å ü�é ïäçãåß ðÜí�á óå áóöáëÞ ó�ïßâáîç, åöïóüí áõ�Þ õðÜñ÷åé, åß�å íá âñåß�å Ýíá áí�éðáñÜ-

äåéãìá. �éá äéåõêüëõíóç, ìðïñåß�å íá ``óðÜ�å'' �éò éóïðáëßåò (ùò ðñïò �ï êñé�Þñéï ðïõ åöáñìüæå�å)

ìå üðïéïí �ñüðï åðéèõìåß�å.

1. Ó�ïßâáîç ìå âÜóç �ï âÜñïò : ó�ïéâÜæïõìå �á áí�éêåßìåíá óå öèßíïõóá óåéñÜ âÜñïõò, äçë. w

1

�

w

2

� � � � � w

n

(�ï âáñý�åñï ó�ç âÜóç �çò ó�ïßâáò).

2. Ó�ïßâáîç ìå âÜóç �çí áí�ï÷Þ : ó�ïéâÜæïõìå �á áí�éêåßìåíá óå öèßíïõóá óåéñÜ áí�ï÷Þò, äçë. d

1

�

d

2

� � � � � d

n

(�ï ðéï áíèåê�éêü ó�ç âÜóç �çò ó�ïßâáò).

3. Ó�ïßâáîç ìå âÜóç �ï Üèñïéóìá âÜñïõò êáé áí�ï÷Þò : ó�ïéâÜæïõìå �á áí�éêåßìåíá óå öèßíïõóá

óåéñÜ âÜñïõò êáé áí�ï÷Þò, äçë. w

1

+ d

1

� w

2

+ d

2

� � � � � w

n

+ d

n

.

(â) Óå óáò óõìâáßíïõí üëá! Äõó�õ÷þò äéáðéó�þíå�å ü�é äåí õðÜñ÷åé áóöáëÞò ó�ïßâáîç ãéá üëá �á n

ðáêÝ�á. Ï ðñïúó�Üìåíüò óáò æç�Üåé íá ëÜâå�å õðüøç �á ìå�áöïñéêÜ ðïõ åéóðñÜ��åé �ï �á÷õäñïìåßï

áðü êÜèå ðáêÝ�ï, êáé íá õðïëïãßóå�å Ýíá õðïóýíïëï ðáêÝ�ùí ðïõ ìðïñåß íá ó�ïéâá÷èåß áóöáëþò

êáé ìåãéó�ïðïéåß �á óõíïëéêÜ Ýóïäá. Ïðü�å êÜèå ðáêÝ�ï i Ý÷åé âÜñïò w

i

> 0, áí�ï÷Þ d

i

> 0 êáé äßíåé

êÝñäïò p

i

> 0, áí åðéëåãåß ãéá ìå�áöïñÜ. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé

Ýíá óýíïëï ðáêÝ�ùí ðïõ ìðïñïýí íá ó�ïéâá÷èïýí áóöáëþò êáé ìåãéó�ïðïéïýí �ï óõíïëéêü êÝñäïò.

Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

¢óêçóç 2: Áíáìíçó�éêÜ

ÔåëéêÜ ç åñãáóßá ó�ï �á÷õäñïìåßï Þ�áí ðïëý ðéåó�éêÞ êáé ü÷é �üóï åíäéáöÝñïõóá.Ìå�Ü �ï ðáñáðÜíù

ðåñéó�á�éêü, áðïöáóßóá�å íá ðáñáé�çèåß�å êáé íá êÜíå�å �ï �ýñï �ïõ Êüóìïõ! ¸÷å�å ó÷åäéÜóåé �ç

äéáäñïìÞ, ðñüêåé�áé íá åðéóêåöèåß�å n ÷þñåò óõíïëéêÜ, óå üëá �á ìÞêç êáé �á ðëÜ�ç �çò �çò. ÈÝëå�å

1



íá öÝñå�å ðßóù Ýíá áíáìíçó�éêü áðü êÜèå ÷þñá ðïõ èá åðéóêåöèåß�å. Ùò õðüäåéãìá ïñãÜíùóçò,

Ý÷å�å áðïöáóßóåé ü�é èá äéáèÝóå�å C åõñþ ãéá �á áíáìíçó�éêÜ êáé Ý÷å�å Þäç êá�áãñÜøåé êÜèå áíá-

ìíçó�éêü ðïõ èá óáò éêáíïðïéïýóå áðü êÜèå ÷þñá. �éá êÜèå ÷þñá i, Ý÷å�å îå÷ùñßóåé k

i

áíáìíçó�éêÜ.

Ôï áíáìíçó�éêü j áðü �ç ÷þñá i Ý÷åé óõíáéóèçìá�éêÞ áîßá p

ij

ãéá óáò êáé êïó�ßæåé 


ij

åõñþ. ¸÷å�å

âÝâáéá öñïí�ßóåé ï ðñïûðïëïãéóìüò óáò C íá åðáñêåß ãéá íá áãïñÜóå�å �ï öèçíü�åñï áíáìíçó�éêü

áðü êÜèå ÷þñá, áëëÜ åëðßæå�å ü�é èá êá�áöÝñå�å íá ðå�ý÷å�å êÜ�é ðïëý êáëý�åñï. ÈÝëå�å ëïéðüí

íá âñåß�å Ýíáí áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé ìéá óõëëïãÞ áíáìíçó�éêþí, Ýíá áðü êÜèå ÷þñá ðïõ èá

åðéóêåöèåß�å, ç ïðïßá èá ìåãéó�ïðïéåß �ç óõíïëéêÞ óõíáéóèçìá�éêÞ áîßá êáé èá Ý÷åé óõíïëéêü êüó�ïò

ðïõ äåí îåðåñíÜ �ï C . Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá, êáé íá

áé�éïëïãÞóå�å áíáëõ�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

¢óêçóç 3: Óïêïëá�Üêéá

Áöïý �åëåéþóá�å ìå �á ó÷Ýäéá ãéá �ï �ýñï �ïõ Êüóìïõ, åßíáé þñá íá ðÜñå�å �ï ãëõêÜêé óáò êáé

íá îåêïõñáó�åß�å. Åßó�å ðïëý êïõñáóìÝíïò(ç), ðñáãìá�éêÜ äåí âëÝðå�å �çí þñá íá ðÜ�å ãéá ýðíï!

ÁëëÜ äåí ìðïñåß�å íá êïéìçèåß�å, ÷ùñßò ðñïçãïõìÝíùò íá êá�áíáëþóå�å �ïõëÜ÷éó�ïí Q óïêïëá�Ü-

êéá (ãéá üíåéñá ãëõêÜ), êáé ìÜëéó�á óå üóï �ï äõíá�üí ìéêñü�åñï ÷ñïíéêü äéÜó�çìá. Åõ�õ÷þò, �á

óïêïëá�Üêéá äå ëåßðïõí áðü �ï óðß�é óáò, åßíáé Üëëùó�å ãíùó�Þ ç áäõíáìßá óáò óå áõ�Ü. ¸÷å�å n

êïõ�éÜ �ïðïèå�çìÝíá ó�ç óåéñÜ êáé áñéèìçìÝíá áðü 1 ìÝ÷ñé êáé n, áðü �á áñéó�åñÜ ðñïò �á äåîéÜ.

�éá íá ìå�áêéíçèåß�å áðü �ï Ýíá êïõ�ß i ó�ï åðüìåíï êïõ�ß i + 1 Þ ó�ï ðñïçãïýìåíï êïõ�ß i � 1,

÷ñåéÜæåó�å 1 ëåð�ü (ëüãù êáé �çò êïýñáóçò). Ôá êïõ�éÜ ðåñéÝ÷ïõí K � n äéáöïñå�éêïýò �ýðïõò áðü

óïêïëá�Üêéá óõíïëéêÜ, êáé êÜèå êïõ�ß i ðåñéÝ÷åé q

i

óïêïëá�Üêéá åíüò ìüíï �ýðïõ t

i

. Áí áíïßîå�å

�ï êïõ�ß i, îÝñå�å êáëÜ ü�é èá êá�áíáëþóå�å, óå ðñáê�éêÜ ìçäåíéêü ÷ñüíï, üëá �á óïêïëá�Üêéá ðïõ

ðåñéÝ÷åé, ðñéí óõíå÷ßóå�å ó�ï åðüìåíï êïõ�ß. Êáé âÝâáéá èá Þ�áí ìåãÜëç áðïãïÞ�åõóç, áí Ýðåé�á

áðü Ýíá êïõ�ß i, áíïßãá�å Ýíá êïõ�ß j ìå óïêïëá�Üêéá �ïõ ßäéïõ �ýðïõ t

j

= t

i

ìå �ï êïõ�ß i Þ ìå �á

ßäéá Þ ëéãü�åñá óïêïëá�Üêéá q

j

� q

i

áðü �ï êïõ�ß i.

Åßó�å ìðñïó�Ü ó�ï êïõ�ß p, 1 � p � n, êáé èÝëå�å íá âñåß�å ðïéá êïõ�éÜ èá áíïßîå�å áðüøå,

êáé ìå ðïéá óåéñÜ, þó�å íá êá�áíáëþóå�å �ïõëÜ÷éó�ïí Q óïêïëá�Üêéá ó�ïí ìéêñü�åñï äõíá�ü ÷ñüíï,

äåäïìÝíïõ ü�é ãéá êÜèå äýï êïõ�éÜ i êáé j ðïõ áíïßãå�å äéáäï÷éêÜ, ìå �ï i íá ðñïçãåß�áé �ïõ j, èá

ðñÝðåé q

i

< q

j

êáé t

i

6= t

j

. �ñïóÝî�å ü�é ï ÷ñüíïò ðïõ èá ÷ñåéáó�åß�å êáèïñßæå�áé áðïêëåéó�éêÜ áðü

�ïí ÷ñüíï ðïõ ÷ñåéÜæå�áé ãéá íá ìå�áêéíçèåß�å áðü êÜèå êïõ�ß ðïõ áíïßãå�å ó�ï åðüìåíï.

�ñéí ðÜ�å ãéá ýðíï, áðïöáóßæå�å íá ëýóå�å áõ�ü �ï ðñüâëçìá, ìéá ãéá ðÜí�á. Íá äéá�õðþóå�å

Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá êáé íá áé�éïëïãÞóå�å áíáëõ�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé

�çí õðïëïãéó�éêÞ �ïõ ðïëõðëïêü�ç�á.

¢óêçóç 4: Áðüó�áóç Åðåîåñãáóßåò óå Áñéèìç�éêÝò ÅêöñÜóåéò

Ç áðüó�áóç åðåîåñãáóßáò (edit Þ Levenshtein distan
e) d

L

(x; y) äõï óõìâïëïóåéñþí x êáé y åßíáé �ï

åëÜ÷éó�ï ðëÞèïò åéóáãùãþí, äéáãñáöþí êáé áí�éêá�áó�Üóåùí ÷áñáê�Þñùí ðïõ ÷ñåéÜæå�áé íá ãßíïõí

ó�çí x þó�å áõ�Þ íá ãßíåé ßäéá ìå �çí y. Ç áðüó�áóç åðåîåñãáóßáò d

L

(x; S) ìéá óõìâïëïóåéñÜò x

áðü ìéá ãëþóóá S åßíáé ç áðüó�áóç åðåîåñãáóßáò �çò x áðü �çí ðëçóéÝó�åñç óõìâïëïóåéñÜ y 2 S,

äçë. d

L

(x; S) = min

y2S

fd

L

(x; y)g.

H ãëþóóáE

s

�ùí áðëþí áñéèìç�éêþí åêöñÜóåùí ïñßæå�áé ó�ï áëöÜâç�ï f0; 1; : : : ; 9; (; );+;�;�; =g

êáé ðåñéÝ÷åé êÜèå óõìâïëïóåéñÜ ðïõ ðñïêýð�åé áðü �ïí ðáñáêÜ�ù áíáäñïìéêü ïñéóìü:

2



� ÊÜèå óõìâïëïóåéñÜ ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí êáíïíéêÞ Ýêöñáóç f1j2j � � � j9gf0j1j2j � � � j9g

�

j 0

áíÞêåé ó�çí E

s

(äçë. ç E

s

ðåñéëáìâÜíåé �çí äåêáäéêÞ áíáðáñÜó�áóç êÜèå öõóéêïý áñéèìïý).

� Áí x 2 E

s

, �ü�å êáé ç óõìâïëïóåéñÜ (x) 2 E

s

� Áí x; y 2 E

s

êáé ïé óõìâïëïóåéñÝò x+ y; x� y; x� y; x=y 2 E

s

.

Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ ìå åßóïäï óõìâïëïóåéñÜ x 2 f0; 1; : : : ; 9; (; );+;�;�; =g

�

ìÞêïõò n � 1, õðïëïãßæåé �çí áðüó�áóç åðåîåñãáóßáò d

L

(x;E

s

) �çò x áðü �çí ãëþóóá E

s

�ùí áðëþí

áñéèìç�éêþí åêöñÜóåùí. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ

áëãïñßèìïõ óáò.

¢óêçóç 5: Êáëýð�ïí�áò Ýíá ÄÝí�ñï

¸ó�ù äõáäéêü äÝí�ñï T = (V;E) ìå jV j = n êïñõöÝò êáé ñßæá r. �éá äåäïìÝíï áêÝñáéï k,

1 � k � n, èÝëïõìå íá åðéëÝîïõìå Ýíá õðïóýíïëï K � V �ùí êïñõöþí �ïõ äÝí�ñïõ, ìå ðëÞ-

èïò ó�ïé÷åßùí jKj = k, ðïõ èá åëá÷éó�ïðïéåß �ç ìÝãéó�ç áðüó�áóç �ùí êïñõöþí �ïõ äÝí�ñïõ

áðü �ïí êïí�éíü�åñï ðñüãïíü �ïõò ó�ï K . ÓõãêåêñéìÝíá, èÝëïõìå íá åëá÷éó�ïðïéÞóïõìå �ï êüó�ïò


ost(K) = max

v2V

f
ost(v;K)g, üðïõ 
ost(v;K) åßíáé ç áðüó�áóç (ó�ï äÝí�ñï T ìå ñßæá r) �çò

êïñõöÞò v áðü �ïí êïí�éíü�åñï ðñüãïíü �çò ó�ï K:


ost(v;K) =

8

>

>

<

>

>

:

0 áí v 2 K

1 áí v = r êáé r =2 K


ost(par(v);K) + 1 äéáöïñå�éêÜ

Ó�ï ïñéóìü �ïõ 
ost(v;K), óõìâïëßæïõìå ìå par(v) �ïí ``ðá�Ýñá'' (Üìåóï ðñüãïíï) �çò êïñõöÞò v

ó�ï T . �áñá�çñåßó�å ü�é ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò áðáé�åß ç ñßæá r íá áíÞêåé ó�ï K .

(á) Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áëãüñéèìï äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò O(n

2

k

2

) ðïõ

ìå åßóïäï �ï äÝí�ñï T (V;E), �ç ñßæá r �ïõ T , êáé Ýíáí èå�éêü áêÝñáéï k � n, õðïëïãßæåé �ï õðïóýíïëï

êïñõöþí K � V , jKj = k, ðïõ åëá÷éó�ïðïéåß �ï êüó�ïò 
ost(K). Íá áé�éïëïãÞóå�å áíáëõ�éêÜ �çí

ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ �ïõ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

(â) Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ ìå åßóïäï �ï äÝí�ñï T (V;E), �ç ñßæá r �ïõ T êáé Ýíáí

èå�éêü áêÝñáéï z � n, õðïëïãßæåé �ï åëÜ÷éó�ï ìÝãåèïò óõíüëïõ K � V ãéá �ï ïðïßï 
ost(K) � z.

Íá áé�éïëïãÞóå�å áíáëõ�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ �ïõ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ

óáò. Ó�ç óõíÝ÷åéá, íá åîçãÞóå�å ðùò ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áõ�üí �ïí áëãüñéèìï ãéá íá

ëýóïõìå �ï ðñüâëçìá �ïõ (á) óå ÷ñüíï óçìáí�éêÜ ìéêñü�åñï �ïõ �(n

2

k

2

).

3


