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¢óêçóç 1: Åðéâåâáßùóç êáé ÁíáðñïóáñìïãÞ Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí

Èåùñïýìå Ýíá (éó÷õñÜ óõíåê�éêü) êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E;w) ìå n êïñõöÝò,m áêìÝò, êáé

(åíäå÷ïìÝíùò áñíç�éêÜ) ìÞêç w ó�éò áêìÝò. Óõìâïëßæïõìå ìå d(u; v) �çí áðüó�áóç �ùí êïñõöþí u

êáé v ó�ï G.

(á) Äßíïí�áé n áñéèìïß Æ

1

; : : : ; Æ

n

, üðïõ êÜèå Æ

k

(õðï�ßèå�áé ü�é) éóïý�áé ìå �çí áðüó�áóç v

1

�

v

k

ó�ï G. Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ãñáììéêïý ÷ñüíïõ ðïõ åëÝã÷åé áí �á Æ

1

; : : : ; Æ

n

ðñÜãìá�é

áí�áðïêñßíïí�áé ó�éò áðïó�Üóåéò �ùí êïñõöþí áðü �çí v

1

, äçëáäÞ áí ãéá êÜèå v

k

2 V , éó÷ýåé ü�é

Æ

k

= d(v

1

; v

k

). Áí áõ�ü áëçèåýåé, ï áëãüñéèìüò óáò ðñÝðåé íá õðïëïãßæåé êáé íá åðéó�ñÝöåé Ýíá

ÄÝí�ñï Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí ìå ñßæá �ç v

1

.

(â) ÕðïèÝ�ïõìå ü�é Ý÷ïõìå õðïëïãßóåé �éò áðïó�Üóåéò d(v

i

; v

j

) ìå�áîý êÜèå (äéá�å�áãìÝíïõ) æåýãïõò

êïñõöþí (v

i

; v

j

) 2 V � V . Ó�ç óõíÝ÷åéá, �ï ìÞêïò ìéáò áêìÞò e = (x; y) ìåéþíå�áé óå w

0

(x; y) <

w(x; y). Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò O(n

2

) ðïõ áíáðñïóáñìüæåé �éò áðïó�Üóåéò

ìå�áîý üëùí �ùí êïñõöþí (åöüóïí âÝâáéá ç ìåßùóç äåí äçìéïõñãåß êýêëï áñíç�éêïý ìÞêïõò!).

(ã) Ôé áëëÜæåé, óå ó÷Ýóç ìå �ï (â), áí �ï ìÞêïò ìéáò áêìÞò e = (x; y) áõîçèåß óå w

0

(x; y) > w(x; y);

Ìðïñåß�å íá åðåê�åßíå�å �ïí áëãüñéèìï �ïõ (â) óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç; Áí íáé, íá ðåñéãñÜøå�å �çí

åðÝê�áóç �ïõ áëãïñßèìïõ, áí ü÷é, íá åîçãÞóå�å óõíïð�éêÜ �éò âáóéêÝò äéáöïñÝò / äõóêïëßåò.

¢óêçóç 2: Óýó�çìá Áíéóï�Þ�ùí

¸ó�ù x

1

; : : : ; x

n

áêÝñáéåò ìå�áâëç�Ýò. Èåùñïýìå Ýíá óýó�çìá S áðï�åëïýìåíï áðü m áíéóü�ç�åò

�çò ìïñöÞò x

i

� x

j

� b

ij

, ãéá êÜðïéá 1 � i; j � n, üðïõ �á b

ij

åßíáé áêÝñáéïé áñéèìïß. Ôï S åßíáé

éêáíïðïéÞóéìï áí õðÜñ÷ïõí áêÝñáéåò �éìÝò ãéá �éò ìå�áâëç�Ýò x

1

; : : : ; x

n

ðïõ éêáíïðïéïýí üëåò �éò

áíéóü�ç�åò �ïõ S.

(á) Íá äéá�õðþóå�å Ýíá êñé�Þñéï ãéá �ï áí �ï S åßíáé éêáíïðïéÞóéìï (êáé íá áðïäåßîå�å �çí ïñ-

èü�ç�á �ïõ êñé�çñßïõ óáò). Ìå âÜóç áõ�ü �ï êñé�Þñéï, íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï

ðïõ äéáðéó�þíåé áí �ï S åßíáé éêáíïðïéÞóéìï Þ ü÷é. �ïéá åßíáé ç õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ

áëãïñßèìïõ óáò;

(â) Íá óõìðëçñþóå�å �ïí áëãüñéèìï �ïõ (á) þó�å áí �ï óýó�çìá S åßíáé éêáíïðïéÞóéìï, íá õðï-

ëïãßæåé áðïäåê�Ýò �éìÝò ãéá �éò ìå�áâëç�Ýò x

1

; : : : ; x

n

, äéáöïñå�éêÜ íá õðïëïãßæåé Ýíá åëÜ÷éó�ï (ùò

ðñïò �ï ðëÞèïò áíéóï�Þ�ùí) õðïóýó�çìá S

0

ðïõ äåí åßíáé éêáíïðïéÞóéìï. �ïéá åßíáé ç õðïëïãéó�éêÞ

ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò ó�éò äýï ðåñéð�þóåéò;

(ã) Èåùñïýìå ü�é êÜèå áíéóü�ç�á x

i

� x

j

� b

ij

óõíïäåýå�áé áðü Ýíá èå�éêü áêÝñáéï âÜñïò w

ij

.

Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ðïõ áí �ï óýó�çìá S äåí åßíáé éêáíïðïéÞóéìï, õðïëïãßæåé Ýíá åëÜ÷é-

ó�ïõ óõíïëéêïý âÜñïõò õðïóýó�çìá S

0

ðïõ äåí åßíáé éêáíïðïéÞóéìï. �ïéá åßíáé ç õðïëïãéó�éêÞ

ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò;

(ä) Íá äéá�õðþóå�å �ï ðñüâëçìá �ïõ (ã) ùò ðñüâëçìá áðüöáóçò, êáé íá áðïöáíèåß�å áí áõ�ü

áíÞêåé ó�çí êëÜóç P Þ åßíáé NP-ðëÞñåò. Íá áé�éïëïãÞóå�å êá�Üëëçëá �ïí éó÷õñéóìü óáò.
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¢óêçóç 3: Ôáîéäåýïí�áò ìå Çëåê�ñéêü Áõ�ïêßíç�ï

Èåùñïýìå êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E;w), ìå n êïñõöÝò (Þ ðüëåéò), m áêìÝò êáé èå�éêÜ ìÞêç

w : E ! IN

+

ó�éò áêìÝò, �ï ïðïßï áðï�åëåß ìïí�Ýëï �ïõ ïäéêïý äéê�ýïõ ìéáò ÷þñáò. ÈÝëïõìå íá

�áîéäÝøïõìå áðü �çí ðüëç s ó�çí ðüëç t. Ôï áõ�ïêßíç�ü ìáò åßíáé çëåê�ñéêü êáé Ý÷åé áõ�ïíïìßá

� (äçë. ç áðüó�áóç ðïõ äéáíýåé �ï áõ�ïêßíç�ï ìå�áîý äýï äéáäï÷éêþí öïñ�ßóåùí äåí ìðïñåß íá

îåðåñíÜ �ï �). Åõ�õ÷þò óå êÜðïéåò (ü÷é üëåò �éò) ðüëåéò õðÜñ÷ïõí ó�áèìïß öüñ�éóçò. ÓõãêåêñéìÝíá,

C � V åßíáé �ï óýíïëï �ùí ðüëåùí ðïõ äéáèÝ�ïõí ó�áèìü öüñ�éóçò. Åõ�õ÷þò, �ïõëÜ÷éó�ïí, ïé ðüëåéò

s êáé t äéáèÝ�ïõí ó�áèìïýò öüñ�éóçò (äçë. s; t 2 C). Ó�á (á) êáé (â) ðáñáêÜ�ù, íá áé�éïëïãÞóå�å

�çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ùí áëãïñßèìùí ðïõ èá äéá�õðþóå�å.

(á) Åîå�Üæïõìå áñ÷éêÜ �çí ðåñßð�ùóç ðïõ ç áõ�ïíïìßá �ïõ áõ�ïêéíÞ�ïõ ìáò åßíáé áñêå�Ü ìåãÜëç,

þó�å íá ìçí áðáé�åß�áé åíäéÜìåóç öüñ�éóç ãéá �ï �áîßäé ìáò áðü �çí s ó�çí t. ÈÝëïõìå üìùò, ó�ç

äéáäñïìÞ, íá åðéóêåöèïýìå �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá áêüìç ðüëç ìå ó�áèìü öüñ�éóçò, ãéá íá åðéâåâáéþóïõìå

ü�é ïé ó�áèìïß öüñ�éóçò ó�éò åíäéÜìåóåò ðüëåéò åßíáé óõìâá�ïß. Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü áëãüñéèìï

ðïõ õðïëïãßæåé �ï óõí�ïìü�åñï s � t ìïíïðÜ�é ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá ðüëç �ïõ C

äéáöïñå�éêÞ áðü �éò s êáé t (õðïèÝ�ïõìå ü�é jCj � 3).

(â) Èåùñïýìå ü�é ç áõ�ïíïìßá � �ïõ áõ�ïêéíÞ�ïõ ìáò åßíáé ó÷å�éêÜ ìéêñÞ êáé áíáìÝíå�áé íá ëåé-

�ïõñãÞóåé ðåñéïñéó�éêÜ ãéá �ç äéáäñïìÞ ðïõ èÝëïõìå íá áêïëïõèÞóïõìå. Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü

áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé �ï óõí�ïìü�åñï s� t ìïíïðÜ�é õðü �ïí ðåñéïñéóìü ü�é ç áðüó�áóç ìå�áîý

äýï äéáäï÷éêþí ðüëåùí ìå ó�áèìü öüñ�éóçò ó�ç äéáäñïìÞ ìáò äåí îåðåñíÜ �çí áõ�ïíïìßá � �ïõ

áõ�ïêéíÞ�ïõ ìáò.

¢óêçóç 4: Åðéâåâáßùóç êáé ÁíáðñïóáñìïãÞ ÌÝãéó�çò ÑïÞò

Èåùñïýìå Ýíá (êá�åõèõíüìåíï) s � t äßê�õï G(V;E; 
) ìå n êïñõöÝò, m áêìÝò, êáé (èå�éêÝò)

áêÝñáéåò ÷ùñç�éêü�ç�åò 
 ó�éò áêìÝò.

(á) Äßíå�áé ìéá ñïÞ f ðïõ (õðï�ßèå�áé ü�é) áðï�åëåß ìéá ìÝãéó�ç ñïÞ ó�ï G. Íá äéá�õðþóå�å áë-

ãüñéèìï ãñáììéêïý ÷ñüíïõ ðïõ åëÝã÷åé áí ç f áðï�åëåß ðñÜãìá�é ìéá ìÝãéó�ç ñïÞ ó�ï G. Íá

áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

(â) ¸ó�ù ü�é ç f áðï�åëåß ìéá ìÝãéó�ç ñïÞ ó�ï G, áëëÜ áíáêáëýð�ïõìå ü�é ç ðñáãìá�éêÞ ÷ùñç�éêü-

�ç�á ìéá áêìÞò e åßíáé ìéêñü�åñç êá�Ü k ìïíÜäåò, 1 � k � 


e

, áðü �ç ÷ùñç�éêü�ç�á 


e

ðïõ åß÷áìå

èåùñÞóåé áñ÷éêÜ. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ (åöüóïí ÷ñåéÜæå�áé) �ñïðïðïéåß

�çí f óå ìßá ìÝãéó�ç ñïÞ f

0

ãéá �ï äßê�õï G

0

ðïõ ðñïêýð�åé áðü �ï G èÝ�ïí�áò 


0

e

= 


e

�k. Ï ÷ñüíïò

åê�Ýëåóçò �ïõ áëãïñßèìïõ óáò ðñÝðåé íá åßíáé óçìáí�éêÜ ìéêñü�åñïò áðü �ïí ÷ñüíï õðïëïãéóìïý

ìéáò ìÝãéó�çò ñïÞò åî' áñ÷Þò.

(ã) Ëüãù ìéáò öõóéêÞò êá�áó�ñïöÞò ó�ï t, ðñÝðåé íá äéáêüøïõìå �ç ëåé�ïõñãßá �ïõ äéê�ýïõ. ÅðåéäÞ

üìùò ç ðëÞñçò äéáêïðÞ �çò ñïÞò áðü �ï s ó�ï t ãéá óçìáí�éêü ÷ñïíéêü äéÜó�çìá èá ðñïêáëïýóå �çí

êá�áó�ñïöÞ �ùí áãùãþí -áêìþí �ïõ äéê�ýïõ, ðñÝðåé íá äéá�çñÞóïõìå ìéá åëÜ÷éó�ç ñïÞ `

e

óå êÜèå

áêìÞ e. ÈÝëïõìå ëïéðüí íá õðïëïãßóïõìå �çí åëÜ÷éó�ç ñïÞ g ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé ü�é 


e

� g

e

� `

e

óå

êÜèå áêìÞ e. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ ìå åßóïäï Ýíá s�t äßê�õïG(V;E; 
; `),

üðïõ 


e

åßíáé ç ìÝãéó�ç êáé `

e

åßíáé ç åëÜ÷éó�ç ñïÞ ðïõ åðé�ñÝðïõìå óå êÜèå áêìÞ, õðïëïãßæåé ìéá

åëÜ÷éó�ç s� t ñïÞ g. Áí óáò äéåõêïëýíåé, ìðïñåß�å íá èåùñÞóå�å ùò äåäïìÝíç �ç ìÝãéó�ç ñïÞ f ó�ï

áñ÷éêü äßê�õï G(V;E; 
) êáé ü�é f

e

� `

e

óå êÜèå áêìÞ e. Íá ðñïóðáèÞóå�å íá âåë�éó�ïðïéÞóå�å

�çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò. Íá äéá�õðþóå�å óõíïð�éêÜ �ï åðé÷åßñçìá ðïõ

åîáóöáëßæåé ü�é ï áëãüñéèìüò óáò õðïëïãßæåé ðñÜãìá�é ìéá åëÜ÷éó�ç s� t ñïÞ.
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¢óêçóç 5: ÁíáãùãÝò êáé NP-�ëçñü�ç�á

Íá äåßîå�å ü�é �á ðáñáêÜ�ù ðñïâëÞìá�á åßíáé NP-�ëÞñç:

3-ÄéáìÝñéóç

Åßóïäïò : Óýíïëï A = fw

1

; : : : ; w

n

g ìå n èå�éêïýò áêÝñáéïõò. Èåùñïýìå ü�é �ï óõíïëéêü Üèñïé-

óìá w(A) =

P

i2A

w

i

�ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ A åßíáé ðïëëáðëÜóéï �ïõ 3.

Åñþ�çóç : ÕðÜñ÷åé äéáìÝñéóç �ïõ A óå óýíïëá A

1

, A

2

, A

3

þó�å w(A

1

) = w(A

2

) = w(A

3

);

Ìáêñý ÌïíïðÜ�é

Åßóïäïò : Ìç êá�åõèõíüìåíï óõíåê�éêü ãñÜöçìá G(V;E).

Åñþ�çóç : ÕðÜñ÷åé ó�ï G ìïíïðÜ�é ìå ìÞêïò �ïõëÜ÷éó�ïí jV j=4;

�õêíü �ñÜöçìá (Dense Subgraph)

Åßóïäïò : Ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E) êáé öõóéêïß áñéèìïß k êáé b.

Åñþ�çóç : ÕðÜñ÷åé óýíïëï S � V ìå k êïñõöÝò �Ý�ïéï þó�å �ï åðáãüìåíï õðïãñÜöçìá �ïõ G

ðïõ ïñßæå�áé áðü �éò êïñõöÝò �ïõ S íá Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí b áêìÝò;

Éêáíïðïéçóéìü�ç�á ìå �åñéïñéóìïýò

Åßóïäïò : ËïãéêÞ ðñü�áóç ' =

V

m

j=1

(`

j1

_ `

j2

_ `

j3

_ `

j4

) óå 4-Óõæåõê�éêÞ ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ

(4-CNF). Õðåíèõìßæå�áé ü�é ó�çí áíáðáñÜó�áóç �çò ' óå 4-CNF, êÜèå literal `

ji

åßíáé åß�å ìéá

ëïãéêÞ ìå�áâëç�Þ åß�å ç Üñíçóç ìéáò ëïãéêÞò ìå�áâëç�Þò.

Åñþ�çóç : ÕðÜñ÷åé áíÜèåóç �éìþí áëÞèåéáò ó�éò ëïãéêÝò ìå�áâëç�Ýò þó�å êÜèå üñïò `

j1

_ `

j2

_

`

j3

_ `

j4

íá ðåñéëáìâÜíåé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá áëçèÝò êáé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá øåõäÝò literal;

ÅðéëïãÞ ÁíåîÜñ�ç�ùí Õðïóõíüëùí

Åßóïäïò : ÓõëëïãÞ S = fS

1

; : : : ; S

m

g õðïóõíüëùí åíüò óõíüëïõ U ìå n ó�ïé÷åßá êáé öõóéêüò

áñéèìüò k, 2 � k � m.

Åñþ�çóç : ÕðÜñ÷ïõí k õðïóýíïëá ó�ç óõëëïãÞ S ðïõ íá åßíáé, áíÜ äýï, îÝíá ìå�áîý �ïõò;
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