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ÈÝìá 1 (Áñ÷Þ �ïõ �åñéó�åñþíá, 1.8 ìïí.). (á) ÅðéëÝãïõìå áõèáßñå�á n öõóéêïýò áñéèìïýò áðü �ï

óýíïëï f1; 2; 3; : : : ; 2

n

� 3; 2

n

� 2g. Íá äåßîå�å ü�é ìå�áîý �ùí áñéèìþí ðïõ Ý÷ïõìå åðéëÝîåé õðÜñ÷åé

ðÜí�á Ýíá æåõãÜñé üðïõ ï ìåãáëý�åñïò áðü �ïõò äýï áñéèìïýò åßíáé ìéêñü�åñïò Þ ßóïò áðü �ï äéðëÜóéï

�ïõ Üëëïõ (ð.÷., ãéá n = 3, áí åðéëÝîïõìå �ïõò áñéèìïýò 1, 3, 6, Ý÷ïõìå ü�é 6 � 2 � 3.

(â) Èåùñïýìå ìéá áêïëïõèßáN èå�éêþí áêåñáßùí ç ïðïßá ðåñéÝ÷åé áêñéâþòn äéáöïñå�éêïýò áñéèìïýò.

Íá äåßîå�å ü�é áíN � 2

n

, õðÜñ÷ïõí �ïõëÜ÷éó�ïí äýï Þ ðåñéóóü�åñåò äéáäï÷éêÝò èÝóåéò �çò áêïëïõèßáò

�Ý�ïéåò þó�å �ï ãéíüìåíï �ùí áí�ßó�ïé÷ùí áñéèìþí íá åßíáé Ýíá �Ýëåéï �å�ñÜãùíï. �.÷., ó�çí áêïëïõèßá

7; 5; 3; 5; 7; 5; 3; 7, üðïõ n = 3 êáé N = 2

3

, �ï ãéíüìåíï �ùí Ýîé �åëåõ�áßùí äéáäï÷éêþí èÝóåùí åßíáé

�Ýëåéï �å�ñÜãùíï.

ÈÝìá 2 (�ñáöÞìá�á êáé Ìáèçìá�éêÞ ÅðáãùãÞ, 1.8 ìïí.). (á) ×ñçóéìïðïéþí�áò ìáèçìá�éêÞ åðáãùãÞ

ó�ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí, íá äåßîå�å ü�é óå êÜèå tournament T (V;E) ìå jV j � 2 êïñõöÝò, õðÜñ÷åé

êïñõöÞ s

�

ðïõ åßíáé ðñïóðåëÜóéìç áðü êÜèå Üëëç êïñõöÞ v 2 V nfs

�

g ìÝóù ìïíïðá�éïý (ðïõ óÝâå�áé

�çí êá�åýèõíóç �ùí áêìþí �ïõ T ) ìÞêïõò �ï ðïëý 2.

(â) ¸ó�ù öõóéêüò r � 2. ×ñçóéìïðïéþí�áò (éó÷õñÞ) ìáèçìá�éêÞ åðáãùãÞ ó�ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí,

íá äåßîå�å ü�é ãéá êÜèå n � 1, êÜèå (áðëü ìç êá�åõèõíüìåíï) ãñÜöçìá ðïõ Ý÷åé n êïñõöÝò êáé äåí

ðåñéÝ÷åé �ï K

r+1

ùò õðïãñÜöçìá, Ý÷åé �ï ðïëý

(r�1)n

2

2r

áêìÝò. Íá äåßîå�å áêüìç ü�é ãéá êÜèå r; k � 2,

õðÜñ÷åé ãñÜöçìá ìå kr êïñõöÝò êáé (r � 1)rk

2

=2 áêìÝò ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé �ï K

r+1

ùò õðïãñÜöçìá.

Õðüäåéîç: �éá �ç âÜóç, áðïäåßî�å ü�é �ï æç�ïýìåíï éó÷ýåé (�å�ñéììÝíá) ãéá êÜèå n � r. �éá �ï åðáãùãéêü

âÞìá, ìðïñåß�å íá äéáìåñßóå�å �éò êïñõöÝò óå äýï ïìÜäåò, ìå r êáé n� r êïñõöÝò, êáé íá åöáñìüóå�å

�çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç ó�ï õðïãñÜöçìá ìå n� r êïñõöÝò.

ÈÝìá 3 (ÄéìåñÞ �ñáöÞìá�á, 0.8 ìïí.). Íá äåßîå�å ü�é ãéá êÜèå (áðëü ìç-êá�åõèõíüìåíï) óõíåê�éêü

äéìåñÝò ãñÜöçìá G(V;E), õðÜñ÷åé ìéá ìïíáäéêÞ äéáìÝñéóç �ùí êïñõöþí �ïõ V óå äýï áíåîÜñ�ç�á

óýíïëá. �üóåò äéáöïñå�éêÝò äéáìåñßóåéò õðÜñ÷ïõí áí �ï G Ý÷åé k � 2 óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò;

ÈÝìá 4 (ÁíåîÜñ�ç�á Óýíïëá, 1.6 ìïí.). ¸ó�ù (áðëü) ãñÜöçìá G(V;E) ìå n êïñõöÝò.

1. Íá äåßîå�å ü�é áí �ï G åßíáé d-êáíïíéêü, �ü�å Ý÷åé áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï ìå �ïõëÜ÷éó�ïí n=(d + 1)

êïñõöÝò (êáé íá äåßîå�å ü�é Ýíá �Ý�ïéï áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß áðïäï�éêÜ).

2. Íá äåßîå�å ü�é �ï G Ý÷åé áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï ìå �ïõëÜ÷éó�ïí

P

v2V

1

deg(v)+1

êïñõöÝò, üðïõ deg(v)

åßíáé ï âáèìüò �çò êïñõöÞò v. Õðüäåéîç: Ìðïñåß�å íá åöáñìüóå�å �ïí áëãüñéèìï �ïõ (1) óå ìéá

�õ÷áßá ìå�Üèåóç �ùí êïñõöþí êáé íá õðïëïãßóå�å �çí áíáìåíüìåíç �éìÞ �ïõ ìåãÝèïõò �ïõ áíåîÜñ-

�ç�ïõ óõíüëïõ ó�ï ïðïßï êá�áëÞãïõìå.

ÈÝìá 5 (Êýêëïò Euler, Êýêëïò Hamilton, 1.8 ìïí.). (á) Èåùñïýìå äýï óõíåê�éêÜ ïìïéïìïñöéêÜ

ãñáöÞìá�á G êáé H . Íá äéåñåõíÞóå�å áí áëçèåýïõí ïé ðáñáêÜ�ù ðñï�Üóåéò (êáé íá áé�éïëïãÞóå�å

êá�Üëëçëá �éò áðáí�Þóåéò óáò):

1. Ôï G Ý÷åé êýêëùìá Euler áí êáé ìüíï áí �ï H Ý÷åé êýêëùìá Euler.

2. Ôï G Ý÷åé êýêëï Hamilton áí êáé ìüíï áí �ï H Ý÷åé êýêëï Hamilton.



(â) ×ñçóéìïðïéþí�áò ìáèçìá�éêÞ åðáãùãÞ ó�ï n, íá äåßîå�å ü�é êÜèå áðëü ãñÜöçìá ìå n � 3 êïñõöÝò

êáé �ïõëÜ÷éó�ïí

(n�1)(n�2)

2

+ 2 áêìÝò Ý÷åé êýêëï Hamilton. Íá äåßîå�å áêüìç ü�é ãéá êÜèå n � 3,

õðÜñ÷åé áðëü ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé

(n�1)(n�2)

2

+ 1 áêìÝò ðïõ äåí Ý÷åé êýêëï Hamilton.

ÈÝìá 6 (ÄÝí�ñá, 1.8 ìïí.). (á) ¸ó�ù n � 2 èå�éêïß áêÝñáéïé d

1

; : : : ; d

n

. Íá äåßîå�å ü�é d

1

+ � � �+d

n

=

2(n� 1) áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé äÝí�ñï T ìå n êïñõöÝò êáé âáèìïýò êïñõöþí d

1

; : : : ; d

n

.

(â) Èåùñïýìå Ýíá áðëü ìç-êá�åõèõíüìåíï óõíåê�éêü ãñÜöçìáG(V;E;w) ìå èå�éêÜ âÜñçw : E ! IN

�

ó�éò áêìÝò êáé Ýíá ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï (ÅÓÄ) T �ïõ G. �éá êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí u, v,

óõìâïëßæïõìå ìå p

�

uv

�ï ìïíáäéêü u � v ìïíïðÜ�é ó�ï T . Íá äåßîå�å ü�é ãéá êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí

u, v êáé ãéá êÜèå u � v ìïíïðÜ�é p

uv

ó�ï G, éó÷ýåé ü�é max

e2p

�

uv

fw(e)g � max

e2p

uv

fw(e)g (äçë. áí

èåùñÞóïõìå ùò ``êüó�ïò'' åíüò u� v ìïíïðá�éïý p

uv

�ï âÜñïò �çò âáñý�åñçò áêìÞò �ïõ, �ï ìïíáäéêü

u� v ìïíïðÜ�é p

�

uv

ó�ï ÅÓÄ T åëá÷éó�ïðïéåß áõ�ü �ï êüó�ïò ãéá üëá �á æåõãÜñéá êïñõöþí u, v).

ÈÝìá 7 (Åðéðåäü�ç�á, 1.6 ìïí.). ¸ó�ù k � 3 öõóéêüò áñéèìüò. Èåùñïýìå áðëü åðßðåäï ãñÜöçìá

G(V;E) ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò �ï ïðïßï äåí Ý÷åé êýêëïõò ìå ìÞêïò ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ k � 1

(äçë. áí �ï G Ý÷åé êýêëïõò, �ü�å �ï ìÞêïò êÜèå êýêëïõ ó�ï G åßíáé ìåãáëý�åñï Þ ßóï �ïõ k).

1. Íá äåßîå�å ü�é êÜèå �Ý�ïéï áðëü åðßðåäï ãñÜöçìá G Ý÷åé ðëÞèïò áêìþí m �

k

k�2

(n� 2).

2. Íá äåßîå�å ü�é êÜèå áðëü åðßðåäï ãñÜöçìá G ðïõ äåí Ý÷åé êýêëïõò ìå ìÞêïò ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ

5, (i) Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá êïñõöÞ ìå âáèìü ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ 2, êáé (ii) Ý÷åé ÷ñùìá�éêü áñéèìü

ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ 3. Íá âñåß�å Ýíá �Ý�ïéï ãñÜöçìá ìå ÷ñùìá�éêü áñéèìü ßóï ìå 3.

ÈÝìá 8 (×ñùìá�éêüò Áñéèìüò, 0.8 ìïí.). Íá äåßîå�å ü�é ãéá �ïí ÷ñùìá�éêü áñéèìü �ïõ êáñ�åóéáíïý

ãéíïìÝíïõ êÜèå ãñáöÞìá�ïò G ìå �ï ðëÞñåò ãñÜöçìá K

q

éó÷ýåé ü�é �(G�K

q

) = maxf�(G); qg.

�áñÜäïóç. Ïé åñãáóßåò ðñÝðåé íá áíáñ�çèïýí ó�ï 
ourses.
orelab.ntua.gr/dis
rete

ìÝ÷ñé �á ìåóÜíõ÷�á �çò ÊõñéáêÞò 24/5.

ÊáëÞ Åðé�õ÷ßá!


