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¢óêçóç 1: Äßóêïé êáé Óçìåßá

Äßíïí�áé n (äéáöïñå�éêÜ ìå�áîý �ïõò) óçìåßá êáé ìßá åõèåßá l ó�ï åðßðåäï. ÊÜèå Ýíá áðü �á n

óçìåßá âñßóêå�áé óå (êÜèå�ç) áðüó�áóç �ï ðïëý r áðü �çí åõèåßá l. ÈÝëïõìå íá êáëýøïõìå üëá

�á n óçìåßá ìå åëÜ÷éó�ï ðëÞèïò äßóêùí áê�ßíáò r, �ùí ïðïßùí �á êÝí�ñá èá âñßóêïí�áé ðÜíù ó�çí

åõèåßá l. �éï óõãêåêñéìÝíá, ðñÝðåé íá �ïðïèå�Þóïõìå äßóêïõò áê�ßíáò r, êá�Ü ìÞêïò �çò åõèåßáò l,

ìå �ï êÝí�ñï êÜèå äßóêïõ íá áíÞêåé l, þó�å êáèÝíá áðü �á n óçìåßá íá êáëýð�å�áé áðü �ïõëÜ÷éó�ïí

Ýíáí �Ý�ïéï äßóêï. Áí�éêåéìåíéêüò ìáò ó�ü÷ïò åßíáé íá åëá÷éó�ïðïéÞóïõìå �ï ðëÞèïò �ùí äßóêùí

ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Íá

áé�éïëïãÞóå�å áíáëõ�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

¢óêçóç 2: Ìå�áöïñÜ ÄåìÜ�ùí

Äïõëåýå�å ó�ï �á÷õäñïìåßï êáé ÷ñåéÜæå�áé íá ìåñéìíÞóå�å ãéá �ç ìå�áöïñÜ n åõáßóèç�ùí ðáêÝ�ùí. Ï

äéáèÝóéìïò ÷þñïò åßíáé ðåñéïñéóìÝíïò (âë. blak Friday, yber Monday, êáé Üëëá åïñ�áó�éêÜ). Ïðü�å

�á ðáêÝ�á ðñÝðåé íá ó�ïéâá÷èïýí, �ï Ýíá ðÜíù ó�ï Üëëï, óå Ýíá ìå�áöïñéêü ü÷çìá. ÊÜèå ðáêÝ�ï i

Ý÷åé âÜñïò w

i

> 0 êáé áí�ï÷Þ d

i

> 0. Ìéá ó�ïßâáîç åßíáé áóöáëÞò, áí êÜèå ðáêÝ�ï ìðïñåß íá áí�Ýîåé

�ï óõíïëéêü âÜñïò �ùí ðáêÝ�ùí ðïõ âñßóêïí�áé áðü ðÜíù �ïõ (äéáöïñå�éêÜ, Ýíá ðáêÝ�ï ìðïñåß íá

êá�áó�ñáöåß êá�Ü �ç ìå�áöïñÜ). �éá ðáñÜäåéãìá, ç ó�ïßâáîç (1; : : : ; n) åßíáé áóöáëÞò, áí ãéá êÜèå

ðáêÝ�ï i, 1 � i � n� 1, éó÷ýåé ü�é d

i

�

P

n

j=i+1

w

j

.

(á) Ï ÷ñüíïò ðéÝæåé! ÈÝëå�å (åýêïëá êáé ãñÞãïñá) íá äéåñåõíÞóå�å áí õðÜñ÷åé áóöáëÞò ó�ïßâáîç

ãéá �á ðáêÝ�á (w

1

; d

1

); : : : ; (w

n

; d

n

). Áí õðÜñ÷åé, èá �çí õéïèå�Þóå�å, äéáöïñå�éêÜ ðñÝðåé íá áðåõ-

èõíèåß�å Üìåóá ó�ïí ðñïúó�Üìåíü óáò. Íá åîå�Üóå�å áí êÜðïéï áðü �á ðáñáêÜ�ù êñé�Þñéá åããõÜ�áé

�ïí õðïëïãéóìü ìéáò áóöáëïýò ó�ïßâáîçò, åöüóïí áõ�Þ õðÜñ÷åé. �éá êÜèå êñé�Þñéï, ðñÝðåé åß�å íá

áðïäåßîå�å ü�é ïäçãåß ðÜí�á óå áóöáëÞ ó�ïßâáîç, åöïóüí áõ�Þ õðÜñ÷åé, åß�å íá âñåß�å Ýíá áí�éðáñÜ-

äåéãìá. �éá äéåõêüëõíóç, ìðïñåß�å íá ``óðÜ�å'' �éò éóïðáëßåò (ùò ðñïò �ï êñé�Þñéï ðïõ åöáñìüæå�å)

ìå üðïéïí �ñüðï åðéèõìåß�å.

1. Ó�ïßâáîç ìå âÜóç �ï âÜñïò : ó�ïéâÜæïõìå �á áí�éêåßìåíá óå öèßíïõóá óåéñÜ âÜñïõò, äçë. w

1

�

w

2

� � � � � w

n

(�ï âáñý�åñï ó�ç âÜóç �çò ó�ïßâáò).

2. Ó�ïßâáîç ìå âÜóç �çí áí�ï÷Þ : ó�ïéâÜæïõìå �á áí�éêåßìåíá óå öèßíïõóá óåéñÜ áí�ï÷Þò, äçë. d

1

�

d

2

� � � � � d

n

(�ï ðéï áíèåê�éêü ó�ç âÜóç �çò ó�ïßâáò).

3. Ó�ïßâáîç ìå âÜóç �ï Üèñïéóìá âÜñïõò êáé áí�ï÷Þò : ó�ïéâÜæïõìå �á áí�éêåßìåíá óå öèßíïõóá

óåéñÜ âÜñïõò êáé áí�ï÷Þò, äçë. w

1

+ d

1

� w

2

+ d

2

� � � � � w

n

+ d

n

.

(â) Óå óáò óõìâáßíïõí üëá! Äõó�õ÷þò äéáðéó�þíå�å ü�é äåí õðÜñ÷åé áóöáëÞò ó�ïßâáîç ãéá üëá �á n

ðáêÝ�á. Ï ðñïúó�Üìåíüò óáò æç�Üåé íá ëÜâå�å õðüøç �á ìå�áöïñéêÜ ðïõ åéóðñÜ��åé �ï �á÷õäñïìåßï
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áðü êÜèå ðáêÝ�ï, êáé íá õðïëïãßóå�å Ýíá õðïóýíïëï ðáêÝ�ùí ðïõ ìðïñåß íá ó�ïéâá÷èåß áóöáëþò

êáé ìåãéó�ïðïéåß �á óõíïëéêÜ Ýóïäá. Ïðü�å êÜèå ðáêÝ�ï i Ý÷åé âÜñïò w

i

> 0, áí�ï÷Þ d

i

> 0 êáé äßíåé

êÝñäïò p

i

> 0, áí åðéëåãåß ãéá ìå�áöïñÜ. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé

Ýíá óýíïëï ðáêÝ�ùí ðïõ ìðïñïýí íá ó�ïéâá÷èïýí áóöáëþò êáé ìåãéó�ïðïéïýí �ï óõíïëéêü êÝñäïò.

Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

¢óêçóç 3: Ôñéãùíïðïßçóç �ïëõãþíïõ

Ùò ðïëýãùíï ïñßæïõìå ìßá �ìçìá�éêÜ ãñáììéêÞ êëåéó�Þ êáìðýëç ó�ï åðßðåäï, äçëáäÞ ìéá êáìðýëç

ðïõ êëåßíåé ó�ïí åáõ�ü �çò êáé áðï�åëåß�áé áðü ìßá áêïëïõèßá åõèýãñáììùí �ìçìÜ�ùí ðïõ ïíïìÜ-

æïí�áé ðëåõñÝò. Ôá óçìåßá �ïìÞò äýï äéáäï÷éêþí ðëåõñþí ïíïìÜæïí�áé êïñõöÝò �ïõ ðïëõãþíïõ. Áí

�ï ðïëýãùíï åßíáé áðëü, üðùò õðïèÝ�ïõìå, äåí �Ýìíåé �ïí åáõ�ü �ïõ. Ôï óýíïëï �ùí óçìåßùí ðïõ

âñßóêïí�áé ìÝóá ó�ï áðëü ðïëýãùíï, áðï�åëïýí �ï åóù�åñéêü �ïõ ðïëõãþíïõ, �ï óýíïëï �ùí óçìåßùí

�ïõ ðïëõãþíïõ áðï�åëïýí �á üñéá �ïõ ðïëõãþíïõ, åíþ �ï óýíïëï �ùí óçìåßùí ãýñù áðü �ï ðïëý-

ãùíï áðï�åëïýí �ï åîù�åñéêü �ïõ ðïëõãþíïõ. ¸íá áðëü ðïëýãùíï åßíáé êõñ�ü (onvex), áí ãéá êÜèå

æåõãÜñé óçìåßùí a êáé b ðïõ âñßóêïí�áé ó�á üñéá Þ ó�ï åóù�åñéêü �ïõ ðïëõãþíïõ, üëá �á óçìåßá �ïõ

åõèýãñáììïõ �ìÞìá�ïò ab âñßóêïí�áé ó�á üñéá Þ �ï åóù�åñéêü �ïõ ðïëõãþíïõ.

Ìðïñïýìå íá áíáðáñáó�Þóïõìå Ýíá êõñ�ü ðïëýãùíï, äßíïí�áò �éò êïñõöÝò �ïõ ìå öïñÜ áí�ß-

ó�ñïöç áðü áõ�Þ �ùí äåéê�þí �ïõ ñïëïãéïý. ¸�óé ç áêïëïõèßá n êïñõöþí P = (u

0

; u

1

; : : : ; u

n�1

)

ïñßæåé Ýíá êõñ�ü ðïëýãùíï P ìå n ðëåõñÝò u

0

u

1

; u

1

u

2

; : : : ; u

n�1

u

0

.

�éá êÜèå æåõãÜñé ìç äéáäï÷éêþí êïñõöþí u

i

êáé u

j

, �ï åõèýãñáììï �ìÞìá u

i

u

j

áðï�åëåß ìßá ÷ïñäÞ

�ïõ ðïëõãþíïõ. Ç ÷ïñäÞ u

i

u

j

äé÷ï�ïìåß �ï ðïëýãùíï óå äýï Üëëá, �ï P

1

= (u

i

; u

i+1

; : : : ; u

j

) êáé �ï

P

2

= (u

j

; u

j+1

; : : : ; u

i

). Ç �ñéãùíïðïßçóç åíüò ðïëõãþíïõ åßíáé Ýíá óýíïëï ÷ïñäþí T �ïõ ðïëõãþíïõ,

ïé ïðïßåò ÷ùñßæïõí �ï ðïëýãùíï óå îÝíá ìå�áîý �ïõò �ñßãùíá (ðïëýãùíá �ñéþí ðëåõñþí). Ó�ï Ó÷Þìá 1

öáßíïí�áé äýï äéáöïñå�éêïß �ñüðïé �ñéãùíïðïßçóçò åíüò êõñ�ïý ðïëõãþíïõ. Ó�çí �ñéãùíïðïßçóç,

ïé ÷ïñäÝò äåí �Ýìíïí�áé (ìðïñåß üìùò íá åöÜð�ïí�áé �á Üêñá �ïõò) êáé �ï óýíïëï �ùí ÷ïñäþí T

åßíáé ìÝãéó�ï: êÜèå ÷ïñäÞ ðïõ äåí áíÞêåé ó�ï T �Ýìíå�áé ìå êÜðïéá ÷ïñäÞ ó�ï T . Ïé ðëåõñÝò �ùí

�ñéãþíùí ðïõ ðñïêýð�ïõí áðü �çí �ñéãùíïðïßçóç åßíáé åß�å ÷ïñäÝò åß�å ðëåõñÝò �ïõ ðïëõãþíïõ. ÊÜèå

�ñéãùíïðïßçóç åíüò êõñ�ïý ðïëõãþíïõ n-ðëåõñþí Ý÷åé n� 3 ÷ïñäÝò êáé ÷ùñßæåé �ï �ñßãùíï óå n� 2

�ñßãùíá. Óõìâïëßæïõìå ìå �(u

i

u

j

u

k

) �ï óõíïëéêü ìÞêïò �ùí ðëåõñþí åíüò �ñéãþíïõ ìå êïñõöÝò u

i

,

u

j

êáé u

k

ðïõ ðñïêýð�åé êá�Ü �çí �ñéãùíïðïßçóç. ¸÷ïõìå ü�é�(u

i

u

j

u

k

) = ku

i

u

j

k+ku

j

u

k

k+ku

k

u

i

k,

üðïõ kxyk åßíáé ç áðüó�áóç (Åõêëåßäåéá Þ Üëëç) �ùí êïñõöþí x êáé y �ïõ ðïëõãþíïõ.

v 

v!

v"

v#

v$

v%

v& v 

v"

v#

v$

v%

v&

Ó÷Þìá 1. Äýï �ñüðïé �ñéãùíïðïßçóçò åíüò êõñ�ïý ðïëõãþíïõ. ÊÜèå �ñéãùíïðïßçóç áõ�ïý �ïõ ðïëõãþíïõ ìå n = 7 êïñõöÝò

Ý÷åé 7� 3 = 4 ÷ïñäÝò êáé ÷ùñßæåé �ï ðïëýãùíï óå 7� 2 = 5 �ñßãùíá
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ÄåäïìÝíïõ åíüò êõñ�ïý ðïëõãþíïõ P = (u

0

; u

1

; : : : ; u

n�1

) ìå n êïñõöÝò, èÝëïõìå íá õðïëïãß-

óïõìå ìéá �ñéãùíïðïßçóç �ïõ P ìå åëÜ÷éó�ï óõíïëéêü ìÞêïò ðëåõñþí ãéá �á �ñßãùíá ðïõ ðñïêýð�ïõí

áðü �çí �ñéãùíïðïßçóç. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Íá áé-

�éïëïãÞóå�å áíáëõ�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

¢óêçóç 4: ÔïðïèÝ�çóç Ó�åãÜó�ñùí (êáé Êõñ�ü ÊÜëõììá)

Ç äéïßêçóç �ïõ �áíåðéó�çìßïõ áðïöÜóéóå íá �ïðïèå�Þóåé ó�Ýãáó�ñá ó�ïí �åæüäñïìï ìðñïó�Ü ó�ç

Ó÷ïëÞ, ãéá íá ìçí ìáò êáßåé ï Þëéïò �ï êáëïêáßñé êáé íá ìçí âñå÷üìáó�å �ï ÷åéìþíá. Ï �åæüäñïìïò

åê�åßíå�áé óå ìßá åõèåßá áðü �ï óçìåßï x

0

= 0 Ýùò �ï óçìåßï x

f

= L > 0. ÈÝëïõìå íá êáëýøïõìå ìå

ó�Ýãáó�ñá n óõãêåêñéìÝíá óçìåßá �ïõ �åæüäñïìïõ ìå óõí�å�áãìÝíåò 0 < x

1

< x

2

< � � � < x

n

< L.

Áõ�ü ìðïñåß íá åðé�åõ÷èåß ìå äéÜöïñïõò �ñüðïõò, üðùò ð.÷., ìå Ýíá ìåãÜëï ó�Ýãáó�ñï ðïõ åê�åßíå�áé

áðü �ï óçìåßï x

0

Ýùò �ï óçìåßï x

f

Þ ìå n ``óçìåéáêÜ'' ó�Ýãáó�ñá ðïõ êáëýð�ïõí ìüíï �á óçìåßá x

i

.

Ôï êüó�ïò ãéá íá êá�áóêåõáó�åß êáé íá �ïðïèå�çèåß Ýíá íÝï ó�Ýãáó�ñï ðïõ åê�åßíå�áé áðü êÜðïéï

óçìåßï a Ýùò êÜðïéï óçìåßï b äßíå�áé áðü �çí ó÷Ýóç (a � b)

2

+ C , üðïõ C êÜðïéá èå�éêÞ ó�áèåñÜ.

Óçìåéþíå�áé ü�é ìðïñåß Ýíá ó�Ýãáó�ñï íá êáëýð�åé ìüíï Ýíá óçìåßï, äçëáäÞ íá Ý÷ïõìå a = b, ïðü�å

�ï êüó�ïò êá�áóêåõÞò êáé åãêá�Üó�áóÞò �ïõ åßíáé C .

(á) Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ ìå åßóïäï �á óçìåßá 0 = x

0

< x

1

< x

2

� � � < x

n

<

x

f

= L êáé �ç ó�áèåñÜ C , õðïëïãßæåé �ï åëÜ÷éó�ï êüó�ïò ãéá �çí êÜëõøç �ùí óçìåßùí x

1

; : : : ; x

n

ìå

ó�Ýãáó�ñá.

(â - bonus) Èåùñïýìå åõèåßåò y = ax + b ó�ï Q

2

, ïé ïðïßåò ðåñéãñÜöïí�áé áðü �ï æåýãïò (a; b) 2

Q

2

. Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ãñáììéêïý ÷ñüíïõ �(n + k), ðïõ ìå åßóïäï Ýíá óýíïëï n åõèåéþí

(a

j

; b

j

) 2 Q

2

, j = 1; � � � ; n, ãéá �éò ïðïßåò éó÷ýåé ü�é 0 � a

1

� a

2

� � � � a

n

, êáé Ýíá óýíïëï k

óçìåßùí x

i

2 Q, ìå x

1

� x

2

� � � � � x

k

, õðïëïãßæåé �éò åõèåßåò (a

j(i)

; b

j(i)

) ðïõ åðé�õã÷Üíïõí

åëÜ÷éó�ç �éìÞ óå êáèÝíá áðü �á óçìåßá x

i

. �ñÝðåé, äçëáäÞ, ï áëãüñéèìüò óáò íá åðéó�ñÝöåé k

äåßê�åò j(i) = argmin

j=1;:::;n

fa

j

x

i

+ b

j

g, i = 1; : : : ; k. Ó�ç óõíÝ÷åéá íá åîçãÞóå�å ðùò ìðïñïýìå

íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áõ�üí �ïí áëãüñéèìï ãéá íá âåë�éþóïõìå �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ

áëãüñéèìïõ ó�ï (á).

¢óêçóç 5: Êáëýð�ïí�áò Ýíá ÄÝí�ñï

¸ó�ù äõáäéêü äÝí�ñï T = (V;E) ìå jV j = n êïñõöÝò êáé ñßæá r. �éá äåäïìÝíï áêÝñáéï k,

1 � k � n, èÝëïõìå íá åðéëÝîïõìå Ýíá õðïóýíïëï K � V �ùí êïñõöþí �ïõ äÝí�ñïõ, ìå ðëÞ-

èïò ó�ïé÷åßùí jKj = k, ðïõ èá åëá÷éó�ïðïéåß �ç ìÝãéó�ç áðüó�áóç �ùí êïñõöþí �ïõ äÝí�ñïõ

áðü �ïí êïí�éíü�åñï ðñüãïíü �ïõò ó�ï K . ÓõãêåêñéìÝíá, èÝëïõìå íá åëá÷éó�ïðïéÞóïõìå �ï êüó�ïò

ost(K) = max

v2V

fost(v;K)g, üðïõ ost(v;K) åßíáé ç áðüó�áóç (ó�ï äÝí�ñï T ìå ñßæá r) �çò

êïñõöÞò v áðü �ïí êïí�éíü�åñï ðñüãïíü �çò ó�ï K:

ost(v;K) =

8

>

>

<

>

>

:

0 áí v 2 K

1 áí v = r êáé r =2 K

ost(par(v);K) + 1 äéáöïñå�éêÜ

Ó�ï ïñéóìü �ïõ ost(v;K), óõìâïëßæïõìå ìå par(v) �ïí ``ðá�Ýñá'' (Üìåóï ðñüãïíï) �çò êïñõöÞò v

ó�ï T . �áñá�çñåßó�å ü�é ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò áðáé�åß ç ñßæá r íá áíÞêåé ó�ï K .
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(á) Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áëãüñéèìï äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò O(n

2

k

2

) ðïõ

ìå åßóïäï �ï äÝí�ñï T (V;E), �ç ñßæá r �ïõ T , êáé Ýíáí èå�éêü áêÝñáéï k � n, õðïëïãßæåé �ï õðïóýíïëï

êïñõöþí K � V , jKj = k, ðïõ åëá÷éó�ïðïéåß �ï êüó�ïò ost(K). Íá áé�éïëïãÞóå�å áíáëõ�éêÜ �çí

ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ �ïõ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

(â) Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ ìå åßóïäï �ï äÝí�ñï T (V;E), �ç ñßæá r �ïõ T êáé Ýíáí

èå�éêü áêÝñáéï z � n, õðïëïãßæåé �ï åëÜ÷éó�ï ìÝãåèïò óõíüëïõ K � V ãéá �ï ïðïßï ost(K) � z.

Íá áé�éïëïãÞóå�å áíáëõ�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ �ïõ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ

óáò. Ó�ç óõíÝ÷åéá, íá åîçãÞóå�å ðùò ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áõ�üí �ïí áëãüñéèìï ãéá íá

ëýóïõìå �ï ðñüâëçìá �ïõ (á) óå ÷ñüíï óçìáí�éêÜ ìéêñü�åñï �ïõ �(n

2

k

2

).
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