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3ç ÓåéñÜ �ñáð�þí ÁóêÞóåùí - Çì/íßá �áñÜäïóçò 7/1/2021

¢óêçóç 1: Ñáí�åâïý ìå�Ü �ï Lo
kdown

¸÷å�å ñáí�åâïý ó�ï êÝí�ñï, ìå �ïõò ößëïõò óáò, ãéá �çí ðñþ�ç íõ÷�åñéíÞ Ýîïäï ìå�Ü �ï lo
kdown!

Öáßíå�áé ü�é �ï ßäéï óêÝöèçêáí êáé üëïé ïé Üëëïé êÜ�ïéêïé �çò ðüëçò, ïðü�å åðéêñá�åß ìåãÜëç êõêëï-

öïñéáêÞ óõìöüñçóç. Ç Ôñï÷áßá, ãéá íá ïìáëïðïéÞóåé �çí êõêëïöïñßá, Ý÷åé ìïíïäñïìÞóåé üëïõò

�ïõò äñüìïõò, êáé �ïõò äßíåé ó�çí êõêëïöïñßá åíáëëÜî, ó�çí ìßá êá�åýèõíóç �éò Üñ�éåò ÷ñïíéêÝò

ó�éãìÝò êáé ó�çí áí�ßèå�ç êá�åýèõíóç �éò ðåñé��Ýò. ¸÷å�å áíáðáñáó�Þóåé �ï ïäéêü äßê�õï �çò ðüëçò

ùò Ýíá êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E) ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò. Ç êá�åýèõíóç êÜèå áêìÞò

e = (u; v) 2 E ó�ï G áí�éó�ïé÷åß ó�çí êá�åýèõíóç �çò êõêëïöïñßáò ó�ï ïäéêü �ìÞìá u� v êá�Ü �éò

ðåñé��Ýò ÷ñïíéêÝò ó�éãìÝò 1; 3; 5; : : :. �éá êÜèå áêìÞ e = (u; v) 2 E, ç êõêëïöïñßá ó�ï ïäéêü �ìÞìá

u � v êá�Ü �éò Üñ�éåò ÷ñïíéêÝò ó�éãìÝò 2; 4; 6; : : : ãßíå�áé ó�çí áí�ßèå�ç êá�åýèõíóç (v; u). ÈÝëå�å

íá äéáðéó�þóå�å ðïéá åßíáé ç �åëåõ�áßá ó�éãìÞ ðïõ ìðïñåß�å íá îåêéíÞóå�å áðü �çí êïñõöÞ s 2 V ,

üðïõ êá�ïéêåß�å, ãéá íá ö�Üóå�å ó�çí êïñõöÞ t 2 V , ó�ï êÝí�ñï �çò ðüëçò, ü÷é áñãü�åñá áðü �ç

÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ T , ðïõ åßíáé �ï ñáí�åâïý óáò. Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï

ðñüâëçìá, êáé íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ �ïõ ðïëõðëïêü�ç�á.

¢óêçóç 2: �ñïãñáììá�ßæïí�áò �çí Áí�ßäñáóç

�Ýí�å åðéó�Þìïíåò áíáêÜëõøáí Ýíá íÝï ðáñÜîåíï �ýðï óùìá�éäéïý, �á ëåãüìåíá êâáí�ïöù�ïíéêÜ

óùìá�ßäéá. Ïé åðéó�Þìïíåò Ý÷ïõí �çí ðåðïßèçóç ü�é áí k êâáí�ïöù�ïíéêÜ óùìá�ßäéá âñåèïýí ó�ï

ßäéï áêñéâþò óçìåßï �çí ßäéá ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ, èá õðÜñîåé ìéá öáí�áóìáãïñéêÞ ðïëý÷ñùìç áí�ßäñáóç.

Ïé åðéó�Þìïíåò Ý÷ïõí ðáñá�çñÞóåé ü�é �á óùìá�ßäéá, ëüãù �çò êâáí�éóìÝíçò öýóçò �ïõò, êéíïý-

í�áé ðÜíù ó�éò êïñõöÝò åíüò ìç êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò G(V;E) ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò.

�éá êÜèå óùìá�ßäéï q

i

, áí áõ�ü âñßóêå�áé ó�çí êïñõöÞ v 2 V �çí çìÝñá t, �ü�å �çí åðüìåíç çìÝñá

t+ 1, áõ�ü ìðïñåß åß�å íá ðáñáìåßíåé ó�çí êïñõöÞ v åß�å íá ìå�áêéíçèåß óå ìéá ãåé�ïíéêÞ êïñõöÞ

u 2 V �çò v (äçë. óå êïñõöÞ u ãéá �çí ïðïßá õðÜñ÷åé áêìÞ fv; ug 2 E). Ïé åðéó�Þìïíåò ìðïñïýí

íá ðñïãñáììá�ßóïõí ìå áêñßâåéá �éò êéíÞóåéò êÜèå óùìá�éäßïõ q

i

óå âÜèïò ÷ñüíïõ. ÁëëÜ äåí ìðï-

ñïýí íá åëÝãîïõí �éò áñ÷éêÝò èÝóåéò �ùí óùìá�éäßùí ó�ï G êáé �ï ðü�å �á óùìá�ßäéá èá êéíçèïýí.

ÌÜëéó�á, ïé åðéó�Þìïíåò Ý÷ïõí ðáñá�çñÞóåé ü�é üëá �á óùìá�ßäéá ðïõ áëëÜæïõí èÝóç, êéíïýí�áé

áêáñéáßá êáé �áõ�ü÷ñïíá áêñéâþò �á ìåóÜíõ÷�á (UTC) êÜèå çìÝñáò.

ÄåäïìÝíùí ëïéðüí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G(V;E), �ùí áñ÷éêþí êïñõöþí v

1

; : : : ; v

k

2 V �ùí k óù-

ìá�éäßùí ó�ï G, êáé �ïõ ãåãïíü�ïò ü�é �ï ðëÞèïò n �ùí êïñõöþí �ïõ G åßíáé óçìáí�éêÜ ìåãáëý�åñï

áðü �ï ðëÞèïò k �ùí óùìá�éäßùí, ïé åðéó�Þìïíåò èÝëïõí íá âñïõí ðùò ðñÝðåé íá ðñïãñáììá�ßóïõí

�éò êéíÞóåéò �ùí k óùìá�éäßùí, þó�å ç áí�ßäñáóç íá óõìâåß �ï óõí�ïìü�åñï äõíá�üí, êáèþò êáé �çí

êïñõöÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò G üðïõ èá óõìâåß áõ�ü. Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá áõ�ü

�ï ðñüâëçìá, êáé íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ �ïõ ðïëõðëïêü�ç�á.
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¢óêçóç 3: ¸íáò �áñÜîåíïò �åñßðá�ïò

Äßíå�áé Ýíá êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E; 
) ìå èå�éêÜ áêÝñáéá âÜñç 
 ó�éò êïñõöÝò �ïõ, üðïõ


(v) åßíáé �ï âÜñïò ìéáò êïñõöÞò v 2 V . Ïñßæïõìå ùò óõíÜñ�çóç êüó�ïõò åíüò ðåñéðÜ�ïõ ó�ï G

�ïí ìÝãéó�ï êïéíü äéáéñÝ�ç �ïõ âÜñïõò �ùí êïñõöþí ðïõ áíÞêïõí ó�ïí ðåñßðá�ï. �.÷., �ï êüó�ïò

åíüò ðåñéðÜ�ïõ w = (v

1

; v

2

; : : : ; v

k

) åßíáé ßóï ìå 
(w) = g
d(
(v

1

); 
(v

2

); : : : ; 
(v

k

)), üðïõ g
d

åßíáé ï ìÝãéó�ïò êïéíüò äéáéñÝ�çò åíüò óõíüëïõ èå�éêþí áêåñáßùí áñéèìþí. Íá äéá�õðþóå�å áðï-

äï�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé �ï åëÜ÷éó�ï êüó�ïò åíüò ðåñéðÜ�ïõ ó�ï ãñÜöçìá G(V;E; 
). Íá

áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

¢óêçóç 4: ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï ìå �åñéïñéóìïýò

Èåùñïýìå Ýíá óõíåê�éêü ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìáG(V;E;w), ìå n êïñõöÝò,m áêìÝò êáé èå�éêÜ

âÜñç w ó�éò áêìÝò. ÈÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå Ýíá ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï T

�

(s; k) �ïõ G ó�ï

ïðïßï ìéá óõãêåêñéìÝíç êïñõöÞ s Ý÷åé âáèìü ßóï ìå k (èåùñïýìå ü�é k � 1 êáé ü�é �ï k äåí îåðåñíÜ

�ïí âáèìü �çò s ó�ï G, ïðü�å �ï G Ý÷åé Ýíá �Ý�ïéï óõíäå�éêü äÝí�ñï).

(á) Íá äåßîå�å ü�é ç Üðëçó�ç ó�ñá�çãéêÞ, ç ïðïßá óõìðåñéëáìâÜíåé ó�ï óõíäå�éêü äÝí�ñï �éò k

áêìÝò ìéêñü�åñïõ âÜñïõò ðïõ ðñïóðßð�ïõí ó�çí s, äåí ïäçãåß ðÜí�á ó�ç âÝë�éó�ç ëýóç.

(â) Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé Ýíá ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï

T

�

(s; k) ó�ï ïðïßï ç êïñõöÞ s Ý÷åé âáèìü ßóï ìå k. Íá áé�éïëïãÞóå�å áíáëõ�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé

�çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

¢óêçóç 5: Áëãüñéèìïò Boruvka

Èåùñïýìå Ýíá óõíåê�éêü ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìáG(V;E;w), ìå n êïñõöÝò,m áêìÝò êáé èå�éêü

âÜñïò w(e) óå êÜèå áêìÞ e 2 E, üðïõ �á âÜñç �ùí áêìþí åßíáé üëá äéáöïñå�éêÜ ìå�áîý �ïõò.

(á) Íá äþóå�å ìéá ðëÞñç (êáé áíáëõ�éêÞ) áðüäåéîç ïñèü�ç�áò ãéá �ïí áëãüñéèìï Boruvka. Åéäéêü-

�åñá, íá äåßîå�å ü�é (i) ï áëãüñéèìïò Boruvka êá�áëÞãåé ðÜí�á óå Ýíá óõíäå�éêü äÝí�ñï T , êáé (ii)

ü�é �ï óõíäå�éêü äÝí�ñï T ó�ï ïðïßï êá�áëÞãåé ï áëãüñéèìïò åßíáé ðñÜãìá�é åëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò.

(â) Íá ðåñéãñÜøå�å ëåð�ïìåñþò ìéá õëïðïßçóç �ïõ áëãüñéèìïõ ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò O(m log n).

(ã) Íá åîçãÞóå�å ðùò ìðïñïýìå íá óõíäõÜóïõìå �çí ðáñáðÜíù õëïðïßçóç �ïõ áëãüñéèìïõ Boruvka

ìå �çí õëïðïßçóç �ïõ áëãüñéèìïõ Prim ìå óùñü Fibonna
i þó�å íá åðé�ý÷ïõìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò

O(m log logn) ãéá �ï ðñüâëçìá �ïõ ÅëÜ÷éó�ïõ Óõíäå�éêïý ÄÝí�ñïõ.

(ä) Êáëïýìå óýìð�õîç (
ontra
tion) ìéá áêìÞò e = fu; vg åíüò (áðëïý ìç êá�åõèõíüìåíïõ) ãñáöÞ-

ìá�ïò G �ç äéáäéêáóßá êá�Ü �çí ïðïßá ðñïóèÝ�ïõìå ó�ï G ìéá íÝá êïñõöÞ uv, ``ìå�áêéíïýìå'' êÜèå

áêìÞ ðïõ ðñïóðßð�åé ó�çí u Þ ó�çí v (åê�üò áðü �çí e) þó�å íá ðñïóðßð�åé ó�ç íÝá êïñõöÞ uv,

äéáãñÜöïõìå �éò êïñõöÝò u êáé v êáé �çí áêìÞ e, êáé êáèéó�ïýìå �ï ãñÜöçìá ðïõ ðñïêýð�åé áðëü

(áí äåí åßíáé Þäç).

ËÝìå ü�é ìéá êëÜóç C áðëþí ìç êá�åõèõíüìåíùí ãñáöçìÜ�ùí åßíáé âïëéêÞ áí (i) ç C åßíáé

êëåéó�Þ ùò ðñïò �ç óýìð�õîç áêìÞò (äçë. ãéá êÜèå G 2 C, �ï ãñÜöçìá ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí

óýìð�õîç ìéáò ïðïéáóäÞðï�å áêìÞò �ïõ G áíÞêåé åðßóçò ó�çí C), êáé (ii) �ï ðëÞèïò áêìþí êÜèå

G(V;E) 2 C åßíáé O(jV j). �.÷., ç êëÜóç �ùí áðëþí åðßðåäùí ãñáöçìÜ�ùí åßíáé âïëéêÞ.
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Íá äåßîå�å ü�é ï áëãüñéèìïò Boruvka ÷ñåéÜæå�áé ÷ñüíïO(jV j) ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ÅëÜ÷éó�ïõ

Óõíäå�éêïý ÄÝí�ñïõ åíüò áðëïý ìç êá�åõèõíüìåíï ãñáöÞìá�ïòG(V;E;w) ðïõ áíÞêåé óå ìéá âïëéêÞ

êëÜóç ãñáöçìÜ�ùí (ð.÷., áí �ï G åßíáé áðëü åðßðåäï ãñÜöçìá).

¢óêçóç 6: Ôï Óýíïëï �ùí Óõíäå�éêþí ÄÝí�ñùí (ÊÔ 4.27 êáé KT 4.28)

Èåùñïýìå Ýíá óõíåê�éêü ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E) ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò.

(á) ¸ó�ù T

1

êáé T

2

äýï äéáöïñå�éêÜ óõíäå�éêÜ äÝí�ñá �ïõ G. Íá äåßîå�å ü�é ãéá êÜèå áêìÞ

e 2 T

1

n T

2

, õðÜñ÷åé áêìÞ e

0

2 T

2

n T

1

, �Ý�ïéá þó�å �ï (T

1

n feg) [ fe

0

g åßíáé óõíäå�éêü äÝí�ñï. Íá

äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ ìå äåäïìÝíá �á T

1

, T

2

êáé e, õðïëïãßæåé ìéá �Ý�ïéá áêìÞ e

0

.

(â) Ó÷çìá�ßæïõìå ãñÜöçìá H ðïõ êÜèå êïñõöÞ �ïõ áí�éó�ïé÷åß óå Ýíá äéáöïñå�éêü óõíäå�éêü

äÝí�ñï �ïõ G. Äýï óõíäå�éêÜ äÝí�ñá T

1

êáé T

2

�ïõ G (êïñõöÝò �ïõ H) óõíäÝïí�áé ìå áêìÞ ó�ï H

áí äéáöÝñïõí êá�Ü ìßá ìüíï áêìÞ, äçë. áí jT

1

n T

2

j = jT

2

n T

1

j = 1. Íá äåßîå�å ü�é �ï H åßíáé

óõíåê�éêü êáé ü�é ç áðüó�áóç (ó�ï H) ìå�áîý äýï óõíäå�éêþí äÝí�ñùí T

1

êáé T

2

�ïõ G åßíáé ßóç

ìå jT

1

n T

2

j. Íá åîçãÞóå�å ðùò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ïí áëãüñéèìï �ïõ (á) ãéá íá õðïëïãßóïõìå

Ýíá óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é (ó�ï H) ìå�áîý �ùí T

1

êáé T

2

.

(ã) Èåùñïýìå �þñá ü�é �ï ãñÜöçìá G Ý÷åé âÜñç ó�éò áêìÝò �ïõ. Èåùñïýìå, äçëáäÞ, Ýíá ãñÜöçìá

G(V;E;w), ìå n êïñõöÝò, m áêìÝò êáé èå�éêü âÜñïò w(e) óå êÜèå áêìÞ e 2 E. Íá äéá�õðþóå�å

áðïäï�éêü áëãüñéèìï, ðïõ ãéá êÜèå áêìÞ e 2 E, õðïëïãßæåé �ï åëÜ÷éó�ï âÜñïò åíüò óõíäå�éêïý

äÝí�ñïõ T

e

�ïõ G ðïõ ðåñéÝ÷åé �çí áêìÞ e. Ï áëãüñéèìüò óáò èá õðïëïãßæåé �ï åëÜ÷éó�ï âÜñïò åíüò

�Ý�ïéïõ óõíäå�éêïý äÝí�ñïõ T

e

, ãéá üëåò �éò áêìÝò e 2 E, êáé èá åðéó�ñÝöåé m æåýãç �çò ìïñöÞò

(e

1

; w(T

e

1

)); : : : ; (e

m

; w(T

e

m

)), üðïõ w(T

e

j

) åßíáé �ï óõíïëéêü âÜñïò åíüò åëÜ÷éó�ïõ óõíäå�éêïý

äÝí�ñïõ T

e

j

�ïõ G ðïõ ðåñéÝ÷åé �çí áêìÞ e

j

2 E. Íá áé�éïëïãÞóå�å áíáëõ�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé

�çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò. Èá õðÜñ÷åé åðéðëÝïí âáèìïëïãßá (bonus)

ãéá áðáí�Þóåéò ìå ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á O(jEj log jEj).
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