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¢óêçóç 1: Ôáîéäåýïí�áò ìå Çëåê�ñéêü Áõ�ïêßíç�ï

Èåùñïýìå êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E;w), ìå n êïñõöÝò (Þ ðüëåéò), m áêìÝò êáé èå�éêÜ ìÞêç

w : E ! IN

+

ó�éò áêìÝò, �ï ïðïßï áðï�åëåß ìïí�Ýëï �ïõ ïäéêïý äéê�ýïõ ìéáò ÷þñáò. ÈÝëïõìå íá

�áîéäÝøïõìå áðü �çí ðüëç s ó�çí ðüëç t. Ôï áõ�ïêßíç�ü ìáò åßíáé çëåê�ñéêü êáé Ý÷åé áõ�ïíïìßá �

(äçë. ç áðüó�áóç ðïõ äéáíýåé �ï áõ�ïêßíç�ï ìå�áîý äýï äéáäï÷éêþí öïñ�ßóåùí äåí ìðïñåß íá îåðåñíÜ

�ï �). Åõ�õ÷þò óå êÜðïéåò (ü÷é üëåò �éò) ðüëåéò õðÜñ÷ïõí ó�áèìïß öüñ�éóçò. ÓõãêåêñéìÝíá, C � V

åßíáé �ï óýíïëï �ùí ðüëåùí ðïõ äéáèÝ�ïõí ó�áèìü öüñ�éóçò. Åõ�õ÷þò, �ïõëÜ÷éó�ïí, ïé ðüëåéò s êáé t

äéáèÝ�ïõí ó�áèìïýò öüñ�éóçò (äçë. s; t 2 C).

Ó�á (á) êáé (â) ðáñáêÜ�ù, íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á

�ùí áëãïñßèìùí ðïõ èá äéá�õðþóå�å.

(á) Åîå�Üæïõìå áñ÷éêÜ �çí ðåñßð�ùóç ðïõ ç áõ�ïíïìßá �ïõ áõ�ïêéíÞ�ïõ ìáò åßíáé áñêå�Ü ìåãÜëç, þó�å

íá ìçí áðáé�åß�áé åíäéÜìåóç öüñ�éóç ãéá �ï �áîßäé ìáò áðü �çí s ó�çí t. ÈÝëïõìå üìùò, ó�ç äéáäñïìÞ,

íá åðéóêåöèïýìå �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá áêüìç ðüëç ìå ó�áèìü öüñ�éóçò, ãéá íá åðéâåâáéþóïõìå ü�é ïé

ó�áèìïß öüñ�éóçò ó�éò åíäéÜìåóåò ðüëåéò åßíáé óõìâá�ïß. Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ

õðïëïãßæåé �ï óõí�ïìü�åñï s� t ìïíïðÜ�é ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá ðüëç �ïõ C äéáöïñå�éêÞ

áðü �éò s êáé t (õðïèÝ�ïõìå ü�é jCj � 3).

(â) Èåùñïýìå ü�é ç áõ�ïíïìßá � �ïõ áõ�ïêéíÞ�ïõ ìáò åßíáé ó÷å�éêÜ ìéêñÞ êáé áíáìÝíå�áé íá ëåé-

�ïõñãÞóåé ðåñéïñéó�éêÜ ãéá �ç äéáäñïìÞ ðïõ èÝëïõìå íá áêïëïõèÞóïõìå. Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü

áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé �ï óõí�ïìü�åñï s� t ìïíïðÜ�é õðü �ïí ðåñéïñéóìü ü�é ç áðüó�áóç ìå�áîý

äýï äéáäï÷éêþí ðüëåùí ìå ó�áèìü öüñ�éóçò ó�ç äéáäñïìÞ ìáò äåí îåðåñíÜ �çí áõ�ïíïìßá � �ïõ

áõ�ïêéíÞ�ïõ ìáò.

¢óêçóç 2: Ó�ñßâïí�áò Ìüíï ÄåîéÜ!

``Äáíåéó�Þêá�å'' �ï ïëïêáßíïõñãéï óðïñ áõ�ïêßíç�ï �ïõ ðá�Ýñá óáò. Ìå�Ü �á ðñþ�á ìÝ�ñá, óõíåéäç�ï-

ðïéåß�å ü�é Ý÷åé êëåéäþóåé �ï �éìüíé ìå ìéá óýã÷ñïíç çëåê�ñïíéêÞ êëåéäáñéÜ, ç ïðïßá äåí óáò åðé�ñÝðåé

íá ó�ñßøå�å êáèüëïõ áñéó�åñÜ (äåîéÜ ìðïñåß�å íá ó�ñßøå�å ìéá ÷áñÜ). ÅðéðëÝïí, ãéá íá ìçí �ñáâÞ-

îå�å �çí ``ðñïóï÷Þ'' �çò Ôñï÷áßáò, èÝëå�å íá áðïöýãå�å ðÜóç èõóßá �éò áíáó�ñïöÝò. �ñïóðáèåß�å íá

ö�Üóå�å üóï �ï äõíá�üí óõí�ïìü�åñá ó�ï óõíåñãåßï �ïõ ¢ñç, ðïõ èá óáò âïçèÞóåé íá îåêëåéäþóå�å

�çí êëåéäáñéÜ. ÄåäïìÝíïõ ü�é ìðïñåß�å íá ïäçãÞóå�å ðïëý ãñÞãïñá ó�éò åõèåßåò, ó�ü÷ïò óáò åßíáé íá

âñåß�å ìéá äéáäñïìÞ áðü �ï óðß�é óáò ó�ï óõíåñãåßï �ïõ ¢ñç ðïõ åëá÷éó�ïðïéåß �ï ðëÞèïò �ùí äåîéþí

ó�ñïöþí.

¸÷å�å ó�ç äéÜèåóÞ óáò Ýíáí ÷Üñ�ç �çò ðüëçò, åíçìåñùìÝíï ìå �éò �ñÝ÷ïõóåò êõêëïöïñéáêÝò

óõíèÞêåò, ó�ç ìïñöÞ åíüòm�n ðëÝãìá�ïò. ¼ëá �á ïäéêÜ �ìÞìá�á åßíáé äéðëÞò êá�åýèõíóçò êáé êÜèå

ïäéêü �ìÞìá ìå�áîý äýï êïñõöþí / äéáó�áõñþóåùí ìðïñåß íá åßíáé åß�å åëåýèåñï, ãéá íá ïäçãÞóå�å

ãñÞãïñá óå áõ�ü, åß�å ìðëïêáñéóìÝíï áðü �çí êõêëïöïñßá (êáé Üñá ü÷é äéáèÝóéìï ãéá óáò). Óå êÜèå

êïñõöÞ / äéáó�áýñùóç, ìðïñåß�å åß�å íá óõíå÷ßóå�å åõèåßá åß�å íá ó�ñßøå�å äåîéÜ.

Ó�á (á) êáé (â) ðáñáêÜ�ù, íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á

�ùí áëãïñßèìùí ðïõ èá äéá�õðþóå�å.
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(á) Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé ìéá äéáäñïìÞ áðü �ï óðß�é óáò ó�ï

óõíåñãåßï �ïõ ¢ñç ìå �ï åëÜ÷éó�ï ðëÞèïò äåîéþí ó�ñïöþí (Þ áðïöáßíå�áé ü�é äåí åßíáé äõíá�üí íá

ö�Üóå�å ó�ï óõíåñãåßï ó�ñßâïí�áò ìüíï äåîéÜ). Ìå�áîý äõï äéáäñïìþí ìå �ï ßäéï ðëÞèïò äåîéþí

ó�ñïöþí, ðñï�éìÜ�å áõ�Þ ðïõ åëá÷éó�ïðïéåß �ç óõíïëéêÞ áðüó�áóç (�çí ïðïßá õðïëïãßæïõìå óå ïéêï-

äïìéêÜ �å�ñÜãùíá / ïäéêÜ �ìÞìá�á ìå�áîý äéáäï÷éêþí äéáó�áõñþóåùí, âë. Manhattan distan
e). Íá

áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

(â) Äåí ðñïëÜâá�å êáëÜ-êáëÜ íá �ñÝîå�å �ïí áëãüñéèìï �ïõ (á), êáé óêÝö�åó�å ü�é åßíáé ðéèáíüí íá

óáò áêïëïõèåß ç ìåãÜëç óáò áäåëöÞ, ðïõ áí áíáêáëýøåé �ï óõíåñãåßï �ïõ ¢ñç, èá �ï ``êáñöþóåé''

êá�' åõèåßáí ó�ïí ðá�Ýñá óáò. �éá íá �çí áðïöýãå�å, èÝëå�å êÜèå äåîéÜ ó�ñïöÞ óå ìßá äéáó�áýñùóç

íá áêïëïõèåß�áé áðü ìéá äåîéÜ ó�ñïöÞ ó�çí áìÝóùò åðüìåíç äéáó�áýñùóç. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí

áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé ìéá äéáäñïìÞ áðü �ï óðß�é óáò ó�ï óõíåñãåßï �ïõ ¢ñç ìå �ï

åëÜ÷éó�ï ðëÞèïò äåîéþí ó�ñïöþí, äåäïìÝíïõ �ïõ ðñïçãïýìåíïõ ðåñéïñéóìïý (Þ áðïöáßíå�áé ü�é äåí

õðÜñ÷åé �Ý�ïéá äéáäñïìÞ). ¼ðùò êáé ó�ï (á), ìå�áîý äýï áðïäåê�þí äéáäñïìþí ìå �ï ßäéï ðëÞèïò

äåîéþí ó�ñïöþí, ðñï�éìÜ�å áõ�Þ ðïõ åëá÷éó�ïðïéåß �ç óõíïëéêÞ áðüó�áóç.

¢óêçóç 3: Ó÷åäéáóìüò Videogame

Óáò Ý÷åé áíá�åèåß ï ó÷åäéáóìüò åíüò ìïí�Ýñíïõ videogame. Êåí�ñéêü ó�ïé÷åßï �ïõ åßíáé ï Ëáâýñéíèïò,

�ïí ïðïßï ïé ðáßê�åò äéáó÷ßæïõí ðåñíþí�áò ìÝóá áðü ðïëëÜ äùìÜ�éá. ÊÜèå äùìÜ�éï ìðïñåß íá åßíáé

Üäåéï, íá êá�ïéêåß�áé áðü Ýíá �Ýñáò, Þ íá ðåñéÝ÷åé Ýíá ìáãéêü ößë�ñï. Êáèþò ï ðáßê�çò ðåñíÜåé ìÝóá

áðü �á äùìÜ�éá, áõîÜíå�áé Þ ìåéþíå�áé ç äýíáìÞ �ïõ P . Áí êÜðïéá ó�éãìÞ �ï P ðÜøåé íá åßíáé èå�éêü,

ï ðáßê�çò ÷Üíåé �ç ``æùÞ'' �ïõ êáé �ï ðáé÷íßäé ó�áìá�Üåé åêåß.

Ï Ëáâýñéíèïò áíáðáñßó�á�áé áðü Ýíá êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìáG = (V;E; p), ìå âÜñç p : V ! Z

ó�éò êïñõöÝò, üðïõ ïé êïñõöÝò áí�éó�ïé÷ïýí óå äùìÜ�éá êáé ïé áêìÝò óå äéáäñüìïõò (ìéáò êá�åýèõí-

óçò) ðïõ ïäçãïýí áðü �ï Ýíá äùìÜ�éï ó�ï Üëëï. Ï Ëáâýñéíèïò Ý÷åé óõãêåêñéìÝíç åßóïäï s 2 V êáé

Ýîïäï t 2 V . Ç óõíÜñ�çóç âÜñïõò êïñõöþí p áíáðáñéó�Ü �é óõíáí�ïýí ïé ðáßê�åò óå êÜèå äùìÜ�éï.

Åéäéêü�åñá, Ý÷ïõìå p(v) = 0, ü�áí �ï äùìÜ�éï åßíáé Üäåéï, p(v) > 0, ü�áí �ï äùìÜ�éï ðåñéÝ÷åé Ýíá

ìáãéêü ößë�ñï, êáé p(v) < 0, ü�áí �ï äùìÜ�éï êá�ïéêåß�áé áðü Ýíá �Ýñáò. ¼�áí Ýíáò ðáßê�çò ìå

äýíáìç P âñåèåß ó�ï äùìÜ�éï v, ç äýíáìÞ �ïõ áëëÜæåé óå P + p(v). Ìå�Ü �çí áðï÷þñçóç �ïõ ðáßê�ç

áðü �ï äùìÜ�éï v, �ï �Ýñáò Þ �ï ìáãéêü ößë�ñï áíáíåþíïí�áé. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ï ðáßê�çò îåêéíÜ ó�çí

åßóïäï s ìå äýíáìç P

0

, ü�é �ï äùìÜ�éï åéóüäïõ åßíáé Üäåéï (Üñá p(s) = 0), êáé ü�é õðÜñ÷åé ðÜí�á

äéáäñïìÞ áðü �çí åßóïäï s ó�çí Ýîïäï t �ïõ Ëáâýñéíèïõ.

�éá íá ìåãéó�ïðïéÞóïõìå �á Ýóïäá áðü �ï videogame, èÝëïõìå íá äéáðéó�þíïõìå áðïäï�éêÜ ðïéá

åßíáé ç åëÜ÷éó�ç äýíáìç P

0

, ìå �çí ïðïßá áí îåêéíÞóåé Ýíáò ðáßê�çò ó�çí åßóïäï s, ìðïñåß íá ö�Üóåé

``æùí�áíüò'' ó�çí Ýîïäï t. Ìéá s� t äéáäñïìÞ � åßíáé r-áóöáëÞò, áí ï ðáßê�çò, îåêéíþí�áò ìå äýíáìç

P

0

= r, ö�Üíåé ``æùí�áíüò'' ó�çí Ýîïäï, áêïëïõèþí�áò �çí �. ¸íáò Ëáâýñéíèïò G(V;E; p) åßíáé

r-áóöáëÞò, áí ðåñéÝ÷åé r-áóöáëÞ s� t äéáäñïìÞ �.

�éá êáèåìßá áðü �éò ðáñáêÜ�ù ðåñéð�þóåéò, íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ

ðïëõðëïêü�ç�á �ùí áëãïñßèìùí ðïõ èá äéá�õðþóå�å.

1. Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ ìå åßóïäï ËáâýñéíèïG(V;E; p), ó�ïí ïðïßï äåí õðÜñ-

÷ïõí êýêëïé ðïõ åíéó÷ýïõí �ç äýíáìç �ïõ ðáßê�ç, êáé äåäïìÝíç �éìÞ r, áðïöáßíå�áé áí ï Ëáâý-

ñéíèïò G åßíáé r-áóöáëÞò.

2. Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ ìå åßóïäï Ëáâýñéíèï G(V;E; p), ó�ïí ïðïßï ìðïñåß

íá õðÜñ÷ïõí êýêëïé ðïõ åíéó÷ýïõí �ç äýíáìç �ïõ ðáßê�ç, êáé äåäïìÝíç �éìÞ r, áðïöáßíå�áé áí ï

Ëáâýñéíèïò G åßíáé r-áóöáëÞò.

3. Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ ìå åßóïäï Ëáâýñéíèï G(V;E; p), õðïëïãßæåé �çí åëÜ-

÷éó�ç �éìÞ r ãéá �çí ïðïßá ï Ëáâýñéíèïò G åßíáé r-áóöáëÞò.
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¢óêçóç 4: ÅðáíáöïñÜ �çò Ïìáëü�ç�áò ó�ç ×þñá �ùí Áëãïñßèìùí

Ôéò �åëåõ�áßåò åâäïìÜäåò Ý÷ïõìå ãåíéêåõìÝíåò óõãêñïýóåéò ìå�áîý Ó�ñá�ïý (âë. äõíÜìåùí �çò íÝáò

äçìïêñá�éêÜ åêëåãìÝíçò êõâÝñíçóçò) êáé Åî�ñåìéó�þí (âë. äõíÜìåùí ðïõ õðïó�çñßæïõí �çí ðñïç-

ãïýìåíç êõâÝñíçóç �çò ÷þñáò, ç ïðïßá ç��Þèçêå ó�éò ðñüóöá�åò åêëïãÝò êáé áñíåß�áé íá ðáñáäþóåé

�çí åîïõóßá) êá�Ü ìÞêïò �çò êåí�ñéêÞò ïäéêÞò áñ�çñßáò �çò ×þñáò �ùí Áëãïñßèìùí.

Ç êåí�ñéêÞ ïäéêÞ áñ�çñßá Ý÷åé �ç ìïñöÞ ìéáò áðåñéüñéó�çò åõèåßáò, üðïõ ïé èÝóåéò êáèïñßæïí�áé

ìå âÜóç �çí áðüó�áóç (óå ÷éëéüìå�ñá) áðü �çí áñ÷Þ �çò, ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ï ÷éëéüìå�ñï 0. Ïé Åî�ñå-

ìéó�Ýò Ý÷ïõí åãêáèéäñýóåé âÜóåéò áíåöïäéáóìïý óå ïñéóìÝíá óçìåßá �çò ïäéêÞò áñ�çñßáò, �éò ïðïßåò

÷ñçóéìïðïéïýí ãéá íá õðïó�çñßæïõí �éò äõíÜìåéò �ïõò. Ç ýðáñîç âÜóçò óå áðüó�áóç �ï ðïëý d åßíáé

áíáãêáßá ãéá �çí åíåñãÞ ðáñïõóßá äõíÜìåùí Åî�ñåìéó�þí óå ìéá èÝóç. Áí êÜðïéåò âÜóåéò êá�áó�ñá-

öïýí, üëåò ïé äõíÜìåéò Åî�ñåìéó�þí ðïõ èá âñåèïýí ÷ùñßò õðïó�Þñéîç áðü âÜóç óå áðüó�áóç �ï

ðïëý d ðáñáäßäïí�áé Üìåóá.

Ï Ó�ñá�çãüò Â ãíùñßæåé ìå áêñßâåéá �éò èÝóåéò �ùí äõíÜìåùí Ó�ñá�ïý, �ùí äõíÜìåùí Åî�ñåìé-

ó�þí êáé �ùí âÜóåùí Åî�ñåìéó�þí ó�çí êåí�ñéêÞ ïäéêÞ áñ�çñßá. ÈÝëåé íá ó÷åäéÜóåé ìéá ãåíéêåõìÝíç

åðßèåóç ðïõ èá êÜìøåé ðëÞñùò �çí áí�ßó�áóç �ùí Åî�ñåìéó�þí êáé èá �åñìá�ßóåé ïñéó�éêÜ �éò óõ-

ãêñïýóåéò. ÄõíÜìåéò Ó�ñá�ïý óå ìéá èÝóç x ìðïñïýí íá áé÷ìáëù�ßóïõí äõíÜìåéò Åî�ñåìéó�þí óå ìéá

èÝóç y Þ íá êá�áó�ñÝøïõí ìéá âÜóçò �ïõò ó�ç èÝóç y åîáðïëýïí�áò åðßèåóç ìå óõíïëéêü êüó�ïò

áíÜëïãï �çò áðüó�áóçò jx� yj (�ï êüó�ïò åßíáé ßäéï åß�å ðñüêåé�áé ï Ó�ñá�üò íá áé÷ìáëù�ßóåé Åî�ñå-

ìéó�Ýò åß�å íá êá�áó�ñÝøåé ìéá âÜóç �ïõò, ðï�Ý äåí ìðïñåß íá êÜíåé êáé �á äýï). Ìå�Ü áðü ìéá �Ý�ïéá

åðßèåóç, ïé äõíÜìåéò Ó�ñá�ïý ðñÝðåé íá åðéó�ñÝøïõí ó�çí áñ÷éêÞ �ïõò èÝóç y ãéá áíáóýí�áîç. Ìå�Ü

�çí áíáóýí�áîç, ïé äõíÜìåéò Ó�ñá�ïý ìðïñïýí íá åîáðïëýóïõí íÝá åðßèåóç.

Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ ìå åßóïäï �éò èÝóåéò �ùí äõíÜìåùíÓ�ñá�ïý a

1

; : : : ; a

n

2

Z, �ùí äõíÜìåùí Åî�ñåìéó�þí e

1

; : : : ; e

m

2 Z, �ùí âÜóåùí Åî�ñåìéó�þí b

1

; : : : ; b

k

2 Z, êáé �ç ìÝãéó�ç

áðüó�áóç õðïó�Þñéîçò áðü âÜóç Åî�ñåìéó�þí d 2 N , õðïëïãßæåé �ï åëÜ÷éó�ï êüó�ïò ìéáò ãåíéêåõìÝíçò

åðßèåóçò ðïõ èá êÜìøåé ðëÞñùò �çí áí�ßó�áóç �ùí Åî�ñåìéó�þí. Ç áí�ßó�áóç �ùí Åî�ñåìéó�þí èá

Ý÷åé êáìöèåß ðëÞñùò ü�áí üëåò ïé äõíÜìåéò �ïõò èá Ý÷ïõí åß�å áé÷ìáëù�éó�åß åß�å ðáñáäïèåß (ìðïñåß

íá õðÜñ÷ïõí âÜóåéò óå ëåé�ïõñãßá, áí äåí õðÜñ÷ïõí äõíÜìåéò Åî�ñåìéó�þí ãéá íá õðïó�çñßîïõí). Íá

áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

¢óêçóç 5: Ëïãéó�éêÝò Áë÷çìåßåò

Ç êõâÝñíçóç �çò ×þñáò �ùí Áëãïñßèìùí Ý÷åé èåóðßóåé Ýíáí íÝï öüñï ìåãÜëùí óõíáëëáãþí, óýìöùíá

ìå �ïí ïðïßï êÜèå ìå�áöïñÜ ÷ñçìÜ�ùí ìå�áîý äýï å�áéñåéþí ðïõ îåðåñíÜ Ýíá óõãêåêñéìÝíï üñéï

öïñïëïãåß�áé ìå Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðïóïó�ü. Ôï üñéï áõ�ü äåí Ý÷åé áêüìç ïñéó�éêïðïéçèåß êáé ï

Óýëëïãïò Âéïìç÷Üíùí ðñïóðáèåß íá åðçñåÜóåé �çí êõâÝñíçóç ùò ðñïò áõ�ü.

Ìéá ïìÜäá n å�áéñåéþí áðïöÜóéóå íá óáò óõìâïõëåõ�åß ãéá �ï ðùò ìðïñåß íá ñõèìéó�åß áõ�ü �ï

üñéï, þó�å áöåíüò íá ìçí åßíáé ðïëý ìéêñü êáé áöå�Ýñïõ íá áðïöýãïõí �åëåßùò áõ�üí �ïí öüñï. ÊÜèå

å�áéñåßá i Ý÷åé Ýíá (èå�éêü, áñíç�éêü Þ 0) õðüëïéðï b

i

2 Z ðïõ ðñÝðåé íá ëÜâåé áðü (áí b

i

> 0) Þ íá

ðëçñþóåé ó�éò (áí b

i

< 0) õðüëïéðåò å�áéñåßåò óõíïëéêÜ. Äåí õðÜñ÷åé ÷ñÝïò Þ áðáß�çóç áðü å�áéñåßåò

åê�üò ïìÜäáò, äçë. Ý÷ïõìå

P

n

i=1

b

i

= 0. ÕðÜñ÷åé áìïéâáßá åìðéó�ïóýíç, ïðü�å äåí åíäéáöÝñåé ðïéá

å�áéñåßá ïöåßëåé óå ðïéá. ÅíäéáöÝñåé ìüíï íá õðïëïãéó�åß Ýíá óýíïëï óõíáëëáãþí ðïõ ñõèìßæåé

�ï õðüëïéðï êÜèå å�áéñåßáò êáé åëá÷éó�ïðïéåß �ï ìÝãéó�ï ÷ñçìá�éêü ðïóü ðïõ èá ìå�áöåñèåß áðü

ìéá å�áéñåßá óå ìéá Üëëç. �éá ðñïöáíåßò ëüãïõò, ìðïñåß íá ãßíåé �ï ðïëý ìßá óõíáëëáãÞ ìå�áîý

êÜèå æåýãïõò å�áéñåéþí êáé óå ìßá ìüíï êá�åýèõíóç (äçë. ãéá êÜèå æåõãÜñé å�áéñåéþí i êáé j ðïõ

óõíáëëÜóóïí�áé, ìðïñåß íá Ý÷ïõìå ìßá ìüíï óõíáëëáãÞ, üðïõ åß�å ç i ðëçñþíåé �ç j åß�å ç j ðëçñþíåé

�çí i). Áðü �çí Üëëç, åßíáé äõíá�üí ìéá å�áéñåßá ìå õðüëïéðï 0 íá âïçèÞóåé ó�çí ïñãÜíùóç �ùí

óõíáëëáãþí, ëáìâÜíïí�áò êáé ðëçñþíïí�áò ÷ñÞìá�á áðü /ðñïò Üëëåò å�áéñåßåò.
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Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ ìå åßóïäï �á õðüëïéðá �ùí n å�áéñåéþí b

1

; : : : ; b

n

2 Z,

õðïëïãßæåé �ï åëÜ÷éó�ï ðïóü T ðïõ áðáé�åß�áé þó�å íá ñõèìéó�åß �ï õðüëïéðï üëùí �ùí å�áéñåéþí êáé

åðé�õã÷Üíåé üëåò ïé óõíáëëáãÝò íá áöïñïýí ÷ñçìá�éêÜ ðïóÜ ðïõ äåí îåðåñíïýí �ï T . Íá áé�éïëïãÞ-

óå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

�áñÜäåéãìá: ¸ó�ù n = 3 å�áéñåßåò ìå õðüëïéðï b

1

= �20, b

2

= 15 êáé b

3

= 5. Ìéá ñýèìéóç åßíáé ç 1 íá åîïöëÞóåé �éò 2

êáé 3 áðåõèåßáò, ìÝóù óõíáëëáãþí ðïóþí 15 êáé 5. Ç ñýèìéóç ðïõ åëá÷éó�ïðïéåß �ï ìÝãéó�ï ðïóü ìéáò óõíáëëáãÞò åßíáé

ç 1 íá ìå�áöÝñåé ðïóü 10 óå êáèåìßá áðü �éò 2 êáé 3, êáé ó�ç óõíÝ÷åéá ç 3 íá ìå�áöÝñåé ðïóü 5 ó�çí 2.

¢óêçóç 6: ÁíáãùãÝò êáé NP-�ëçñü�ç�á

Íá äåßîå�å ü�é �á ðáñáêÜ�ù ðñïâëÞìá�á åßíáé NP-�ëÞñç:

¢èñïéóìá Õðïóõíüëïõ êá�Ü �ñïóÝããéóç

Åßóïäïò : Óýíïëï A = fw

1

; : : : ; w

n

g ìå n öõóéêïýò êáé öõóéêïß B êáé x ìå B > x � 1.

Åñþ�çóç : ÕðÜñ÷åé S � A �Ý�ïéï þó�å B � x � w(S) � B;

Ôáê�ïðïßçóç Ïñèïãùíßùí �áñáëëçëïãñÜììùí

Åßóïäïò : n ïñèïãþíéá ðáñáëëçëüãñáììá A

1

; : : : ; A

n

, äéáó�Üóåùí 1� x

1

; : : : ; 1� x

n

, áí�ßó�ïé÷á,

êáé ïñèïãþíéï ðáñáëëçëüãñáììï B óõíïëéêïý åìâáäïý x

1

+ � � �+x

n

. Èåùñïýìå ü�é �á x

1

; : : : ; x

n

åßíáé èå�éêïß áêÝñáéïé ðïëõùíõìéêÜ ìåãÜëïé óå ó÷Ýóç ìå �ï n.

Åñþ�çóç : Åßíáé äõíá�üí íá �ïðïèå�çèïýí �á ïñèïãþíéá ðáñáëëçëüãñáììá A

1

; : : : ; A

n

åí�üò �ïõ

B ÷ùñßò åðéêáëýøåéò;

ÌÝãéó�ç ÔïìÞ ìå ÂÜñç ó�éò ÊïñõöÝò

Åßóïäïò : ÁêÝñáéïò B � 1 êáé ðëÞñåò ãñÜöçìá G(V;E) ìå n êïñõöÝò, üðïõ êÜèå êïñõöÞ v Ý÷åé

áêÝñáéï âÜñïò w(v) � 1 êáé êÜèå áêìÞ e = fu; vg Ý÷åé âÜñïò w(e) = w(u)w(v).

Åñþ�çóç : ÕðÜñ÷åé �ïìÞ (S; V nS) ó�ïG �Ý�ïéá þó�å �ï óõíïëéêü âÜñïò �ùí áêìþí ðïõ äéáó÷ßæïõí

�çí �ïìÞ íá åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïí B.

Êýêëïò Hamilton êá�Ü �ñïóÝããéóç

Åßóïäïò : Ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E).

Åñþ�çóç : ÕðÜñ÷åé êõêëéêÞ äéáäñïìÞ ó�ï G ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü êÜèå êïñõöÞ �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá êáé

�ï ðïëý äýï öïñÝò;

Éêáíïðïéçóéìü�ç�á ìå �åñéïñéóìïýò

Åßóïäïò : ËïãéêÞ ðñü�áóç ' =

V

m

j=1

(`

j1

_ `

j2

_ `

j3

_ `

j4

) óå 4-Óõæåõê�éêÞ ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ (4-

CNF). Õðåíèõìßæå�áé ü�é ó�çí áíáðáñÜó�áóç �çò ' óå 4-CNF, êÜèå literal `

ji

åßíáé åß�å ìéá ëïãéêÞ

ìå�áâëç�Þ åß�å ç Üñíçóç ìéáò ëïãéêÞò ìå�áâëç�Þò.

Åñþ�çóç : ÕðÜñ÷åé áíÜèåóç �éìþí áëÞèåéáò ó�éò ëïãéêÝò ìå�áâëç�Ýò þó�å êÜèå üñïò `

j1

_ `

j2

_

`

j3

_ `

j4

íá ðåñéëáìâÜíåé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá áëçèÝò êáé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá øåõäÝò literal;

ÅðéëïãÞ ÁíåîÜñ�ç�ùí Õðïóõíüëùí

Åßóïäïò : ÓõëëïãÞ S = fS

1

; : : : ; S

m

g õðïóõíüëùí åíüò óõíüëïõ U ìå n ó�ïé÷åßá êáé öõóéêüò

áñéèìüò k, 2 � k � m.

Åñþ�çóç : ÕðÜñ÷ïõí k õðïóýíïëá ó�ç óõëëïãÞ S ðïõ íá åßíáé, áíÜ äýï, îÝíá ìå�áîý �ïõò;
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