
Gradient Descent για Smooth Συναρτήσεις

Αν
• 𝑓:ℝ! → ℝ, κυρτή, 𝛽-smooth.
• 𝑓 𝑥∗ = 𝑚𝑖𝑛#∈%𝑓 𝑥

τότε για να πάρουμε ένα +𝑥 ∈ ℝ!, για το οποίο 𝑓 +𝑥 − 𝑓 𝑥∗ ≤ 𝜀,
αρκεί να τρέξουμε GD με 𝜂 = &

' για  Ο ' #!(#∗ #

) βήματα.

(𝑥! είναι το σημείο εκκίνησης)

(Για σφάλμα 𝜀 θέλουμε Ο &
)

βήματα) Θεώρημα

𝑥*+& = 𝑥* − 𝜂∇𝑓(𝑥*)



Απόδειξη
Την προηγούμενη φορά είδαμε οτι 𝑓 𝑥*+& ≤ 𝑓 𝑥* −

1
2𝛽

∇𝑓(𝑥*) ,

𝑓 𝑥∗ ≥ 𝑓 𝑥* + ∇𝑓(𝑥*) 9 (𝑥∗ − 𝑥*)

−∇𝑓(𝑥*) 9 (𝑥∗ − 𝑥*) ≥ 𝑓 𝑥* − 𝑓 𝑥∗

∇𝑓(𝑥*) ≥
𝑓 𝑥* − 𝑓 𝑥∗

𝑥* − 𝑥∗

𝑓 𝑥*+& − 𝑓 𝑥∗ ≤ 𝑓 𝑥* − 𝑓 𝑥∗ −
(𝑓 𝑥* − 𝑓 𝑥∗ ),

𝐶

Δ*+& ≤ Δ* −
Δ*,

𝐶

∇𝑓(𝑥*) 9 𝑥* − 𝑥∗ ≥

≥
𝑓 𝑥* − 𝑓 𝑥∗

𝑥& − 𝑥∗



Γραμμικός Προγραμματισμός σε Πολυωνυμικό Χρόνο

Eξώφυλλο New York Times, 1979



Θεώρημα (ισοδύναμοι ορισμοί)

1. 𝐸 ⊆ ℝ! είναι ελλειψοειδές αν  𝐸 = 𝑥 ∈ ℝ! ∶ 𝑥 − 𝑥- . A(& 𝑥 − 𝑥- ≤ 1

για κάποιο Α ≻ 0, 𝑥- ∈ ℝ!
2. Έστω Α ≻ 0, 𝑥- ∈ ℝ!. Τότε,

𝑥 ∈ ℝ! ∶ 𝑥 − 𝑥- .A(& 𝑥 − 𝑥- ≤ 1 = Α&/, Β(0,1) + 𝑥-

3. 𝐸 ⊆ ℝ! είναι ελλειψοειδές ↔ 𝐸 = 𝑀 Β(0,1) + 𝑥-
για κάποιο Μ ∈ ℝ!×!
αντιστρέψιμο, και 𝑥- ∈ ℝ!

Ελλειψοειδή: Iσοδύναμοι Ορισμοί
Ορισμός (υπενθύμιση) 
Ένα 𝐸 ⊆ ℝ! είναι ελλειψοειδές αν  𝐸 = 𝑥 ∈ ℝ! ∶ 𝑥 − 𝑥- .Α 𝑥 − 𝑥- ≤ 1

για κάποιο Α ≻ 0, 𝑥- ∈ ℝ!



1. 𝐸 ⊆ ℝ! είναι ελλειψοειδές αν  𝐸 = 𝑥 ∈ ℝ! ∶ 𝑥 − 𝑥- . 𝐴(& 𝑥 − 𝑥- ≤ 1

για κάποιο 𝛢 ≻ 0, 𝑥- ∈ ℝ!

Απόδειξη για το 1.

Έστω 𝛢 ≻ 0, 𝑥- ∈ ℝ!.

𝐴(& = 𝑈Λ(&𝑈., 𝛬(& =
1/𝜆& ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 1/𝜆!

𝑥 − 𝑥- . 𝐴(& 𝑥 − 𝑥- = 𝑥 − 𝑥- .𝑈Λ(&𝑈. 𝑥 − 𝑥-
= 𝑥 − 𝑥- .𝑈 Λ(& &/, Λ(& &/,𝑈. 𝑥 − 𝑥-

= Λ(& &/,𝑈. 𝑥 − 𝑥-
, = ∑12&! 3$ 4(#(#%)

7$

,
≤ 1

Τότε, 𝐴 = 𝑈𝛬𝑈., 𝛬 =
𝜆& ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜆!

, 𝜆1 > 0



Απόδειξη για το 2.
Πρίν την απόδειξη:

Έστω 𝑈 ορθοκανονικός. Τί κάνει η συνάρτηση 𝑥 ⟼ 𝑈𝑥 γεωμετρικά ?

Πρόταση: Έστω 𝑈 ορθοκανονικός. Τότε η 𝑥 ⟼ 𝑈𝑥 διατηρεί 1) τις νόρμες
2) τις αποστάσεις

Απόδειξη: 𝑈𝑥 , = 𝑥.𝑈.𝑈𝑥 = 𝑥.𝑥 = 𝑥 ,

𝑈𝑥 − 𝑈𝑦 , = 𝑈(𝑥 − 𝑦) , = 𝑥 − 𝑦 ,



Απόδειξη για το 2.
Έστω Α ≻ 0, 𝑥- ∈ ℝ!. Θα δείξουμε ότι

𝑥 ∈ ℝ! ∶ 𝑥 − 𝑥- .A(& 𝑥 − 𝑥- ≤ 1 = Α&/, Β(0,1) + 𝑥-

𝐴 = 𝑈𝛬𝑈.

↔

Ε𝜆𝜆𝜀𝜄𝜓𝜊𝜀𝜄𝛿έ𝜍
𝜇𝜀 ά𝜉𝜊𝜈𝜀𝜍 𝑢!, … , 𝑢"

𝜇ή𝜅𝜂 𝛼𝜉ό𝜈𝜔𝜈 𝜆!, … , 𝜆"
𝜅έ𝜈𝜏𝜌𝜊 𝜏𝜊 0

+ 𝑥# = 𝑈Λ&/,𝑈. Β(0,1) + 𝑥-

↔

Ε𝜆𝜆𝜀𝜄𝜓𝜊𝜀𝜄𝛿έ𝜍
𝜇𝜀 ά𝜉𝜊𝜈𝜀𝜍 𝑢!, … , 𝑢"

𝜇ή𝜅𝜂 𝛼𝜉ό𝜈𝜔𝜈 𝜆!, … , 𝜆"
𝜅έ𝜈𝜏𝜌𝜊 𝜏𝜊 0

= 𝑈Λ&/,𝑈. Β(0,1)



Έστω Α ≻ 0, 𝑥- ∈ ℝ!. Θα δείξουμε ότι
Ε𝜆𝜆𝜀𝜄𝜓𝜊𝜀𝜄𝛿έ𝜍

𝜇𝜀 ά𝜉𝜊𝜈𝜀𝜍 𝑢!, … , 𝑢"
𝜇ή𝜅𝜂 𝛼𝜉ό𝜈𝜔𝜈 𝜆!, … , 𝜆"

𝜅έ𝜈𝜏𝜌𝜊 𝜏𝜊 0

= 𝑈Λ&/,𝑈. Β(0,1)

18 Περίπτωση: 𝑅𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛&
𝜆& ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜆!

𝑅𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛, Β(0,1)



Θα δείξουμε ότι

𝐸 ⊆ ℝ! είναι ελλειψοειδές ↔ 𝐸 = 𝐴 Β(0,1) + 𝑥-
για κάποιο 𝐴 ∈ ℝ!×!

αντιστρέψιμο, και 𝑥- ∈ ℝ!

Απόδειξη για το 3.

Θεώρημα (Singular Value Decomposition - SVD)
Έστω 𝛢 ∈ ℝ!×!. Υπάρχουν 𝑈, 𝑉, Σ ∈ ℝ!×!
• 𝑈, V ορθοκανονικοί

• Σ =
σ& ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜎!

, ∀𝑖, 𝜎1 ≥ 0

και 𝐴 = UΣ𝑉..
Αν 𝛢 αντιστρέψιμος, τότε ∀𝑖, 𝜎1 > 0



Όγκος στον ℝ!
• Ονομάζουμε «κουτί» κάθε σύνολο [𝑎&, 𝑏&]×[𝑎,, 𝑏,]×⋯ ×[𝑎9, 𝑏9]

• Ορίζουμε 𝑣𝑜𝑙 [𝑎&, 𝑏&]×[𝑎,, 𝑏,]×⋯ ×[𝑎9, 𝑏9] ≔ ∏12&
9 (𝑏1 − 𝑎1)

• Για Ν ∈ ℕ, ορίζουμε το 

Πλέ𝛾𝜇𝛼: ≔
𝑖&
𝑁 ,
𝑖& + 1
𝑁 ×

𝑖,
𝑁 ,
𝑖, + 1
𝑁 ×⋯×

𝑖9
𝑁 ,

𝑖9 + 1
𝑁 : 𝑖&, 𝑖,, … , 𝑖9 ∈ ℤ

• Έστω 𝑆 ⊆ ℝ9 φραγμένο. Ορίζουμε:

𝑣𝑜𝑙 𝑆 ≔ lim
;→=

∑>?@Aί ∈ CDέFGH&
>?@Aί ⊆ J

𝑣𝑜𝑙(𝜅𝜊𝜐𝜏ί)

= lim
;→=

&
;' #𝜅𝜊𝜐𝜏𝜄ώ𝜈 ⊆ S 𝜏𝜊𝜐 Πλέ𝛾𝜇𝛼:



Όγκος στον ℝ!
Θεώρημα Έστω 𝑆 ⊆ ℝ9 φραγμένο. 

∀𝐴 ∈ ℝ9×9, 𝑣𝑜𝑙 𝐴 𝑆 = det 𝐴 9 𝑣𝑜𝑙(𝑆)

Απόδειξη Θα χρησιμοποιήσουμε τις ιδιότητες:

1. ∀𝑥- ∈ ℝ9, 𝑣𝑜𝑙 𝑆 + 𝑥- = 𝑣𝑜𝑙 𝑆 (μεταφορά κατά 𝑥!)

2. ∀ U ∈ ℝ9×9 ορθοκανονικό, 𝑣𝑜𝑙 U(𝑆) = 𝑣𝑜𝑙 𝑆
(περιστροφή ή
περιστροφή ∘ ανάκλαση)



Όγκος στον ℝ!
Απόδειξη (συνέχεια)

3. ∀ Σ =
σ& ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜎9

𝜇𝜀 𝜎1 ≥ 0,  έχουμε 𝑣𝑜𝑙 Σ(𝑆) = ∏12&
9 𝜎1 𝑣𝑜𝑙 𝑆

Παράδειγμα: 𝑑 = 2, σ& = 2, σ, = 1.25, 𝑆 = το μπλέ σχήμα:

Ο Σ στο σχήμα εφαρμόζεται
σε όλο το πλέγμα και στο 𝑆.
Για κάθε κουτί η επιφάνειά
του πολλαπλασιάστηκε με σ"σ#

Ιδέα για απόδειξη της 3 στον ℝ9:
Για κάθε κουτί = [𝑎&, 𝑏&]×[𝑎,, 𝑏,]×⋯ [𝑎9, 𝑏9] ⊆ 𝑆,
Σ κουτί = [σ&𝑎&, σ&𝑏&]×[σ,𝑎,, σ,𝑏,]×⋯ ×[σ9𝑎9, σ9𝑏9]

Σ



Όγκος στον ℝ!
Θεώρημα Έστω 𝑆 ⊆ ℝ9 φραγμένο. 

∀𝐴 ∈ ℝ9×9, 𝑣𝑜𝑙 𝐴 𝑆 = det 𝐴 9 𝑣𝑜𝑙(𝑆)

Απόδειξη (συνέχεια)

𝑣𝑜𝑙 𝐴 𝑆 = 𝑣𝑜𝑙 UΣ𝑉. 𝑆 = �
12&

9

𝜎1 𝑣𝑜𝑙 𝑆

det 𝐴 = det 𝑈 det Σ det 𝑉. = ± ∏12&
9 𝜎1

(αν 𝑈 ορθοκανονικός, τότε det 𝑈 = ±1. Απόδ: παίρνουμε 𝑑𝑒𝑡 στο 𝑈𝑈. = 𝐼)

SVD:  𝐴 = UΣ𝑉..



Όγκος στον ℝ!
Πόρισμα Έστω 𝐴 ∈ ℝ9×9 αντιστρέψιμος, 𝑥- ∈ ℝ9. Το ελλειψοειδές

𝐸 = 𝐴 Β(0,1) + 𝑥- έχει

𝑣𝑜𝑙 𝛦 = det 𝐴 9 𝑣𝑜𝑙(Β(0,1))


